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1. はじめに

線形計画問題は、線形方程式／不等式系を満たすような変数の空間において、ある線形関数

を最小化する問題であり、 1947年に Dantzigによって単体法 (simplexmethod)と呼ばれる効率

的な解法が提案された。単体法についてはその後もさまざまな改良が加えられ、単体表 (simplex

tableau)の代わりに基底行列 (basismatrix)の更新を行うことによって大規模で疎な構造をもつ

現実の問題を効率的に取扱えるようにした改訂単体法 (revisedsimplex method)が応用上の主役

となり、現在では数十万変数程度の問題を解けるような計算機プログラムも登場している。問題

が非退化 (nondegenerate)であれば、単体法は必ず有限回の反復で停止する。また、たいていの

問題においては、制約式の数の 2倍から 3倍程度の反復回数で解に到達する。ところが、最悪の

場合の計算量を考えると、単体法の反復回数が問題の大きさの指数オーダーとなるような問題例

が知られており、単体法は多項式時間アルゴリズムではない。

これに対して、 1979年に当時のソ連の L.G. Kha chi anは、 N.Z.Shor, D.B. Yudinおよび

A.S. Nemirovskiiらによって開発された楕円体法 (ellipsoidmethod)が、最悪の場合でも多項式

時間の計算量をもつことを示した。線形計画問題に対する実際の計算効率は単体法に及ばなかっ

たため、楕円体法が実用化されることはなかったが、単体法よりも理論的に優れた方法の存在が

知られることにより、線形計画問題に対する研究は新たな局面に入った。

そして、 1984年に N.Karmarkarによって新しい多項式時間アルゴリズムが提案される。

単体法が線形計画問題の実行可能領域が形成する凸多面体の隣合う頂点を順次たどりながら最適

解に対応する頂点に到達するのに対して、提案されたアルゴリズムは生成された点列が実行可能

領域の内部を通るため、内点法と呼ばれる。カーマーカーの内点法では、理論的には反復回数が

変数の数と入カデータの大きさの積に比例することが示されており、実際の計算においても、問

題の規模によらず反復回数は険ぼ一定となることが観洞されている。このため、特に大規模な問

題においては単体法をしのぐ計算効率が得られることが明らかとなり、さまざまな改良が試みら

れている。その中で、既に 1967年にソ連の I.I.Dikinによって考案されていたことが判明した

アフィン変換法は、計算量の多項式性は証明されていないものの、実際の計算結果が非常に良好

であることから、汎用の計算機プログラムにおいてもしばしば採用されている。

文献 [1]は、線形計画問題に対する最適化の方法の現状を学ぶ大学院生のために書かれた教科

書であり、単体法，楕円体法，内点法が統一的な視点で取り扱われている。また、数式を用いた

理論的な性質の検証だけでなく、幾何学的イメージによる理解やアルゴリズムの計算機上への実
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装をも考慮に入れた記述がなされている。実際、初期点の見つけ方，現在の探索点が最適解か否

かを見分ける方法，探索の進め方の三つを柱に、各アルゴリズムの振舞いを説明している。

文献 [1]は、次のような 10の章で構成されている。まず、第 1章においては、線形計画

問題への定式化の例と、その歴史が紹介される。続いて第 2章で、線形計画問題の幾何学的解

釈と、実行可能領域が構成する凸多面体に関する基本的な定理が示される。単体法については、

第 3章で詳しく説明される。双対性定理と感度分析は、第 4章で解説される。第 5章は、単

体法の計算量についての解析である。第 6章からは、単体法以外の方法の説明である。まず、

カーマーカーの射影変換法が第 6章で紹介される。続いて、第 7章においてアフィン変換法が

述べられる。また、第 7章では、実行可能領域の中心部を通って最適解に至るような曲線 (cen-

tral trajectory)を考え、その曲線をたどることによって最適解に到達しようとする曲線追跡法

(path-following method)にも言及される。内点法の幾何学的解釈は、第 8章において述べられ

る。第 9章では、内点法を凸 2次計画問題に拡張する。最後に、第 10章において、内点法を計

算機上へ実装する際のポイントが解説される。

我々 は、 1993年 12月7日より毎週火曜日の午前中の 2時間をかけて、その第 6章と第 7

章を読むことにした。本稿では、その概要について簡単に紹介する。

rー
＇

2. カーマーカーの射影変換法

単体法とは異なり、カーマーカーの内点法は単体上で定義された線形計画問題に対するアル

ゴリズムで、各反復において探索点を多面体の中心に移すような変換を施すことによって、実行

可能領域の内部に点列を生成する射影変換法である。ここでは、まずその基本的な考え方を述

べ、カーマーカーの射影変換法アルゴリズムを記述して計算量が多項式時間であることを示す。

単体法は、実行可能領域が形成する凸多面体のある頂点から出発し、隣接する頂点のなかで

目的関数値の改善が得られるような点を次々に選びながら、最適解に到達するか実行不可能であ

ることを見出して終了する。従って、各反復における計算量を少なくできる代わりに、凸多面体

のほとんどすべての頂点を経由する場合も考えられる。特に、大規模な問題では頂点の数が飛躍

的に増加するため、膨大な計算時間を要する可能性もある。そこで、実行可能領域の内部を通過

することによって、反復回数を削減することが考えられる。ただし、探索方向の選択の幅が広が

るため、各反復における計算量は増えるかもしれない。また、最も望ましい探索方向を決定する

ことは必ずしも容易ではないが、実行可能領域を単体と仮定すると、次のような事実を確かめる

ことができる。 ， ＼ 

1. 現在の探索点が単体の中心近くにあれば、目的関数の最急降下方向へ移動することによっ

て最適解に近づくことができる。

2. 現在の探索点が、ある多面体の中心にくるような変換を施しても、問題の意味が本質的に

変化しないようにすることができる。

仮に、現在の探索点が単体の境界近くにあったとしても、第 2番目の項目に示す変換によって多

面体の中心に移すことができるならば、第 1番目の項目に示すように、最急降下方向を選ぶこと

によって探索点の十分な改善を図ることができる。なお、直線を直線に移すような射影変換を用

いれば、問題の本質は基本的に変化しないことも確かめられる。
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この二つのアイデアを用いると、カーマーカーの射影変換法のアルゴリズムは次のように記

述することができる。すなわち、ある実行可能内点が得られているとき、これを多面体の中心に

移すような変換を施す。変換後の空間において、多面体の境界を超えない範囲で最急降下方向に

探索を進める。生成された点をもとの空間に逆変換し、新たな実行可能内点とする。

カーマーカーの射影変換法のアルゴリズムは、次のような正準形の線形計画問題に対して提

案されたものである。

目的関数： CT X → 最小

制約条件： Ax= 0, 

e五=1, X 2: 0. 

(2.1) 

ただし、 Aは階数 (rank)が mの mxn行列， cとxは n次元ベクトル， eはすべての要素

が 1の n次元ベクトルである。さらに、以下の二つの仮定をおく。

(Al) Ae=O. 

(A2) 問題 (2.1)の最適解における目的関数値はゼロ。

仮定 (Al)より、点 x= e/n = (l/n, ・ ・ ・, l/n汀は実行可能内点であり、初期探索点として用い

ることができる。

問題 (2.1)の制約条件のうち、 Ax=Oを除く条件がつくる部分空間

△ ={xERn 言屯=1, xi~0} 

は、頂点数が n,稜線数が C(n,2) , 面の数が C(n,n-l)の単体で、その中心は e/nとなる。

単体△ の内点百において、射影変換

了―lX

T百(x)= 
eT冗―lX

を考えよう。ただし、 了は団の各要素を対角成分とする対角行列である。容易に確かめられる

ように、変換T百は△ から△への 1対 1の上への写像であり、逆変換は

写l(y)= e;;y 

により定義される。また、 △ の境界上の点は△ の境界上へ、△ の内部の点は△ の内部に写

る。特に、点団は△ の中心 e/nに射影される。

変換乃を用いると、問題 (2.1)は次のように書換えられる。

目的関数： c丁冗ーy → 最小
訂Xy

制約条件： AXy=O, (2.2) 

e乃=1, y~0. 

問題 (2.2)の目的関数はもはや線形ではないので、分子の線形関数の最急降下方向ー冗cに追む

ことを考える。ただし、等式制約条件を逸脱しないようにするために、その係数行列

B~[~;J 
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の各行ベクトルと直交する空間への射影をとる。すなわち、 yの空間での探索方向ベクトルは、

d = -[ J -BT (B BT)―1 B] Xe 

となる。単体△ の内接球の半径は、簡単な計算より

1 1 
r= > -
~n 

であり、点団に対応する yの点は e/nであったから、

y(a) =~+~(土），
とすれば、 y(a)は単体△ の内部にとどまる。

結局、問題 (2.1)に対するカーマーカーの勾配射影法のアルゴリズムは次のようになる。

0 < o: ~1, 

アルゴリズム K:

ステップ 1(初期設定）： 十分大きな正の整数 Lを定める。初期探索点を x0:= e/nとし、

k := 0とおく。

ステップ 2(最適性の判定）： もし

戸Xk~2―L (c五0)

ならば、 砂を最適解として停止する。さもなけれは、ステップ 3へ進む。

ステップ 3(探索点の更新）： 探索方向を

dk:=-[I-B:(B国）―1凡］ふc

と定める。ただし、

ふ=diag (炉），

B, = [ A}'l 
である。ステップサイズ aE (0, 1]を定め、探索点を次式により更新する。

,'ーし

y k+l 

X 
k+l 

•ーロ[『),
Xkyk+l 

・―訂Xkyk+l. 

k := k + 1としてステップ 2へ戻る。 口

ステップ 2に現れる定数 Lの値は、問題を入力するために必要となるデータの大きさまたはそ

の倍数で、条件

2―L< 
c nc 

cT xD ぴe
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を満たすように選ぶ。ただし、 E > 0は、許容誤差である。

アルゴリズム Kの計算量が多項式オーダーであることを示すために、 yの空間において関数

n 

J'(y) = nloge (c丁ふy)ー Lloge Yi 
i=l 

を考える。このとき、アルゴリズム Kのステップ 3で生成される yk+lは、仮定 (A2)より次の

関係式を満たすことが示される [1,Lemma 6.1]。

叫 oge(c TX k yk+l)~n loge (c工 e)-a. 
n 

さらに、
n n l 

—区 loge yf+l ::;; 一Lloge —+ “ i=l i=l し） 2 (1 -a)2 

も成立つ [1,Lemma 6.2]。従って、点 yk+lにおいて関数 f'(y)は条件

J'(yk+1)~J'(e/n) -a+ “ 2 (1 -0:)2 

を満たす。特に、ステップサイズを a=1/3に選ぶと、次の関係を得る。

J'(yk+1)~J'(e/n) 一~ ~J'(e/n) -i. 
ここで、射影変換 Txklを用いて、関数 f'(y)をxの空間に写すことを考える。

y=ら (x)= 
Xi:1x 

戸Xi:1X

を代入すると、
n n 

叫） =nloge (c五）ーLloge叩+L logex~ 
i=l i=l 

となる。そこで、
n 

f (x) = n loge (三）ーLloge xi 
i=l 

とおこう。 f(x)は△ の内点において定義される関数で、問題 (2.1)に対するポテンシャル関数

(potential function)と呼ばれる。 このとき、 xk+l= Tx,;l(yk+l), T, 砂（砂） = e/nより、

j(xk+l)~j(位) -t, k = 0, l, 2, ・ ・ ・, 

が成立つ。これらの不等式を辺々たしあわせると、

k 
!(村） ~f(x0) -- k = l, 2, ・ ・ ・, 

5' 

あるいは、 f(x)の定義より、

叫oge(c丁忙）ーtloge碕こ叫oge(c五0) —言 loge x? -~ 
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となる。総加総乗平均の関係より、 XE△ に対して

n 

loge (g xi) L loge功
i=l 

(1 n)  n < loge —こ叩
ni. =l 

叫 oge(>
n 

L logex『
i=l 

が成立つことに注意すると、

叫 oge(c丁歪） ::; n loge (c五0)-~ 
5 

を得る。よって、 k > 5nLならば

loge (c丁歪） < loge (c五o)-L 

であり、 log立く 1よりアルゴリズム K の最適性の判定条件が成立つ。

結局、ステップサイズ a を 1/3とするとき、仮定 (Al),(A2)のもとで、アルゴリズム K

は O(nL)回の反復で停止することがわかる。応用上は、より大きなステップサイズを選ぶこと

によって収束性がさらに加速されることも多く、問題の規模に関係なく 20~ 50回の反復で停止

する場合がほとんどであることが確かめられている。

ところで、カーマーカーの射影変換法は、 (2.1)という非常に特殊な形の問題に対して定義さ

れたアルゴリズムである。そこで、通常よく用いられる標準形の線形計画問題

目的関数： C丁し℃ → 最小

制約条件： Ax= b, (2.3) 

x~O 

をカーマーカーの正準形 (2.1)に変換する方法を考える。問題 (2.3)の実行可能領域を有界とす

るために、十分大きな正の数 Q と、スラック変数 Xn+l~0 を用いて、人為的な制約条件

e五+Xn+l = Q 

を追加する。また、等式制約の右辺を 0とするために、最適解において値が 1となるような人為

変数 Xn+22: Qを用いて、等式制約を

I
_`

 

Ax -bxn+2 = 0, 

e五+Xn+l―Qxn+2 = 0 

と書換える。さらに、人為変数 Xn+2の値を 1に固定するために、人為的な制約条件

e五+Xn+l + Xn+2 = Q + l 

を追加する。この制約条件の右辺を 1とするためには、変数変換

xi=(Q+l)yゎ i = 1, ・・・， n,れ+l,n + 2, 
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を施せばよい。仮定 (Al)を満たすためにもう一つの人為変数 Yn+3を加えると、問題 (2.3)は次

のような問題に変換される。

目的関数： (Q + 1) (c Ty) + M Yn+3 → 最小

制約条件： A Y -b Yn+2 -[ A e -b] Yn+3 = 0, 

訂Y+ Yn+i -Qyn+2―(n + 1 -Q) Yn+3 = 0, 

三+Yn+l + Yn+2 + Yn+3 = 1, 

y 2:'. 0, Yn+l 2:: 0, Yn+2 2:: 0, Yn+3 2:: 0. 

ただし、 M は十分大きな正の数である。

ところで、正準形の線形計画問題は仮定 (A2)を満たさなければならない。問題 (2.1)の最適

解における目的関数の値 z*が既知であるならば、 訂x=lに注意して、目的関数を (c-z*e)T x 

と修正すればよい。一方、 z*が未知の場合には、ステップ 3における探索方向が定められない

ため、非常に困難な事態となる。 Karmarkarは、目的関数の最適値 z*が含まれていると考えら

れる区間を徐々に縮めていく方法を提案している。すなわち、 z*が含まれていることが保証さ

れている区間 [Z,u]に対して、

l < l'< u'< u 

なる l',u'を選ぶ。そして、 l'を目的関数の最適値と仮定して目的関数を (c-l'efxと修正し、

アルゴリズム Kを実行する。ある反復において

戸xk+1< l' 

となることが予想されたならば、

cT xk+1 = l' 

を満たすようにステップサイズ aを縮めた上で、区間を [l,u']に縮める。一方、このような現象

が起こらずに修正した問題の反復が終了したならば、区間を [l',u]に縮小すればよい。

また、双対問題から得られる情報を用いて、目的関数の最適値が未知な問題を取扱うことも

可能である。問題 (2.1)の双対問題は、次のように書ける。

目的関数： z → 最大

制約条件： AT w + z e ::; c. 
(2.4) 

1次の最適性条件より、主問題 (2.1)の最適解 x*と、対応する双対問題 (2.4)の最適解 (w*,z*) 

に対して、

Ax*= 0, e五*= 1, 

(AT w* + z* e -c) Tが=0, 

AT w* + z* e~c, x*ミ〇

が成立つ。 3つの等式より、

T * * C X = Z 

となるから、仮定 (A2)が成立っているならば、相補条件の等式より

X*AT止=X*c 
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である。従って、ある xにおいて、双対変数 w の推定値を

w=  (Ax気丁）―1AX2c 

とおき、双対変数 zの推定値として

z = min (c-A T 

i=l, …，n W)i 

を選べば、 (w, z)は zの値が最も大きい問題 (2.4)の実行可能解となる。このようにして選んだ

zを目的関数の最適値の下界として、カーマーカーの射影変換法の反復を進めることを考える。

ある反復 Kにおいて、 炉， wk,砂が与えられているものとする。 Zk を最適値の推定値とす

ると、目的関数を c-z怜と修正して反復を進めればよい。そこで、

w = (AXlぶ）―1A Xf (c -zk e) , 

z = i茫，n(c-ATw)i

としよう。もし z~ 砂ならば、 zは砂ほどよい推定値とはなり得ない。そこで、 wk+l:= W尺
zk+l :=砂とする。一方、 z>砂ならば、

wk+1 = (AX詞）―1AXf (c-zk+1e), 

謡，~~,n (c -zk+1e -A□ +i)i = 0 

となるような (wk+I,zk+l)を求める。具体的には、

砧=Xkc-XkAT(Ax詞）―1AX和，

炉= Xk -ふAT(AXlAT)―1AX和

なる砂，位に対して、

min (砂-zk+l位） • = 0 
i=l, ・・ •,n i 

を満たす zk+lを求めればよい。最後に、目的関数を c-zk+leと修正して xk+lを計算する。

さて、カーマーカーの正準形の線形計画問題 (2.1)は、双対問題 (2.4)に関係するある制約な

し凸計画問題を用いて、その最適解を近似的に計算することができるという興味ある性質をもっ

ている。一般に、任意の実数 Yi,i = 1, ・・・， n,と、条件
'
ー
＼

文叩=1
i=l 

を満たすような正の数 xi,i = 1, ・・・， n,に対して、不等式

言exp(y』2:; 且{ex:;y』『'
が成立つ。ただし、等号が成立するのは、ある正の数入に対して

(2.5) 

叩=.,¥exp (yJ, i = 1, • • • ,n, 

8
 



となる場合に限られる。そこで、ある正の数μ と任意の wERmに対して

祐=(AT w -C) Iμ, 

とおき、条件

Ax=O, T e x = l, 

i = 1, • • • ,n, 

x~O 

を満たすような X=(x1,・・・,Xn汀を考える。このとき、不等式 (2.5)は

-μlog, [言 exp{ (ぶw-c)Jμ)]<'.c五+μ;言x,log, ふ

と書換えられる。不等式 (2.6)は、摂動問題

(2.6) 

目的関数：

制約条件：

n 

c五+μL叫ogexi 
i=l 

Ax=O, 

訂X= 1, 

→ 最小

x~O 

とw の狭義凹関数

h(w; μ) = -μloge [ t exp { (AT w -c) i /μ} ] 

の制約なし最大化問題の間に弱双対定理が成立つことを示している。また、

叩＝入exp{ (AT w -c ¥ /μ} , i = 1, ・ ・ ・,n, 

のときに等号が成立つことから、これらの問題の間に双対性のギャップは存在しないことがわか

(2.6)より h(w;μ)は上に有界であるから、唯一の制約なし最大点面が存在する。そこで、る。

n -1 

入=[~exp{(AT面― c)i/µ}] (2.7) 

に対して

西＝託exp{ (Aげ— c)i/µ},

とおくと、不等式 (2.6)は等号で成立し、

i = 1, ・・・， n, (2.8) 

順；μ)=-μloge[国 exp{ (A丁面― c)i/μ}]=c万+μt元ilogょ
i=l 

が成立つ。 eT x = lなる X2: 0に対して

1 
--~xi loge xi~0, 
e 

i = 1, • • • ,n, 

であることに注意すると、 μ → 0のとき h(面；μ)→ C万となることがわかる。よって、十分小

さな正の数μ に対して狭義凸関数ーh(w;μ)を制約なし最小化することによって、問題 (2.1)の

近似最適解歪を見つけることができる。制約なし最適化の手法としては、各種の降下法のアルゴ

リズムや共役勾配法，準ニュートン法などが利用できる。

，
 



なお、

多= i茫，n(c-A丁心）2

とおけば、 （面， z)は双対問題 (2.4)の実行可能解であり、不等式

〇:s;C丁ゑ—多 :s; loge n 

を満たすことが示される。よって、 c > 0に対して

c 
μ=  

loge n 

と選べば、 歪は問題 (2.1)の c-最適解となる。

簡単な例題を示しておこう。カーマーカーの正準形の線形計画問題

目的関数： 一窃 → 最小

制約条件： X1一巧 = 0, 
X1 + X2 +巧=1, 

叫， X2, X3ミ0

の最適解は (xt,x2,碍） = (0, 0, 1)である。ある正の数μ に対して、対応する制約なし凸計画問

題は次のようになる。

目的関数： μloge { exp (w /μ)+exp (-w /μ)+exp (1 /μ)} → 最小．

1次の最適性条件よりその最適解は面 =0であり、 (2.7),(2.8)を用いると

1 
釘＝ゑ1= 均＝

exp(l/μ) 

1 + 1 + exp (1 /μ)'1  + 1 + exp (1 /μ) 

であることがわかる。確かに、μ→ 0のとき元と均は 0に収束し、る3 は 1に収束する。

3. アフィン変換法

カーマーカーの射影変換法が 1984年に提案されて以来、さまざまな内点法のアルゴリズム

が研究された。その中で、特に研究者の注目の的となったのが、アフィン変換法 (affinescaling 

algorithm)である。標準形の（主）線形計画問題に対するアルゴリズムは、 1986年に E.Barnes 

および R.Vanderbeiらによって独立に提案され、大域的収束性が示されている。しかし、その

後になって、実質的に同じ方法が 1967年にソ連の数学者 I.I.Dikinによって発表されていたこ

とが明らかになった。一方、 I. Adlerらは 1987年に不等式制約のみをもつ線形計画問題に対す

るアフィン変換法と、大規模問題に対して適用する場合に有効なデータ構造を提案している。こ

の方法は、標準形の線形計画問題の双対問題に対する方法と見なせるので、双対アフィン変換法

と呼ばれている。主アフィン変換法および双対アフィン変換法は、そのままの形では多項式性を

示すことはできないが、対数型の障壁関数 (logarithmicbarrier function)と組合せることによっ

て多項式時間アルゴリズムとすることができる。主双対内点法はこのような考え方を取り入れた

アルゴリズムで、 1987年に R.Monteiroらおよび M.Kojimaらによって提案され、その多項

式性が示された。ここでは、これら 3つのタイプのアルゴリズムについて、初期点の選択，探索

方向の生成，最適性の判定方法を中心に述べる。
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3.1. 主アフィン変換法

次のような標準形の線形計酉問題を考える。

目的関数： CT X → 最小

制約条件： Ax=b, (3.1) 

X 2'. 0. 

ただし、 Aは階数が m の mxn行列， bは m次元ベクトル， cとxは n次元ベクトルであ

る。また、問題 (3.1)の実行可能領域の相対的内部 (relativeinterior) 

pO = { X E Rn J AX = b, X > 0} 

は空でないと仮定し、 XE  poのとき、点 xを実行可能内点と呼ぶことにする。アフィン変換法

も、カーマーカーの射影変換法の最初のところで述べた二つの考え方に基づくア）レゴリズムであ

る。ただし、標準形の線形計画問題の実行可能領域は有界ではないため、 「多面体の中心」を定

義することはできない。そこで、非負領域R+= {x ER門 X~O} を構成する各面から等しい

距離だけ離れた点 e= (1, ・ ・ ・, lfをその中心とみなし、現在の反復における実行可能内点を点

eに写すようなアフィン変換を施したうえで、最急降下法を適用するようなアルゴリズムを考え

る。主アフィン変換法は、標準形で記述された主問題に対してこのような考え方を適用すること

によって得られるアルゴリズムである。

ある反復 Kにおいて実行可能内点炉が与えられているとき、点炉を eに写す変換は、

Txk(x) = X古

で定義される。ただし、 Xkは砂の各要素を対角成分とする対角行列である。容易に確かめら

れるように、変換 T丑は R+から R+への 1対 1の上への写像であり、逆変換は

rx-,,I(y) =ふY

となる。また、 R+の境界上の点は R+の境界上へ、 R+の内部の点は R+の内部に写る。

変換 Txkを用いると、問題 (3.1)は次のように書換えられる。

目的関数： げXげ →最小

制約条件： AXげ =b

y~0. 

探索方向ベクトルとしては、目的関数の最急降下方向 -Xkcを、等式制約条件の係数行列 AXk

の各行ベクトルと直交する空間へ射影したものを採用する。 yの空間での探索方向ベクトルは、

dk = -[ 1 -XkAT (Axf AT)―1 AXk]ふc

となる。点砂に対応する yの点は eであったから、ステップサイズ akを定めて

yk+l = e + ak沙

とする。このとき、 o:E(0,1)に対して

匁 =min{~ 碍<0, i = 1, ・ • •, n} 
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とすれば、 yk+l は非負領域 R~ の内部にとどまる。 yk+l を逆変換 T~ゴを用いてもとの空間に

戻したときの像 xk+lは、次式で与えられる。

砂+1=位＋叫ふdk.

ところで、問題 (3.1)の双対問題はつぎのように書ける。

目的関数： bTw → 最大

制約条件： AT w::; C. 

1次の最適性条件より、主問題 (3.1)の最適解がと、対応する双対問題の最適解 w*に対して、

(3.2) 

Ax*= b, 

(AT w* -b) T x* = 0, 

A国*~c, x* 2: 0, 

が成立つ。相補条件の等式より

X*A国*= X*c 

であるから、 砂に対応する双対変数 w の推定値を

砧=(AXfぶ）―lAXわ

とおき、双対問題 (3.2)の制約条件の残差ベクトルを次式で定義する。

rk = c-AT砧．

砂は、単体法において簡約コスト (reducedcost)と呼ばれているものである。このとき、

dk = -X戸k

と書直すことができる。また、 A砂 =bより、双対性のギャップは

cT xk -bT研 =e丁ふrk

と計算される。従って、もし沙 =0ならば砂 =0であり、実行可能内点炉が解となる。すな

わち、問題 (3.1)のすべての実行可能解は最適であることがわかる (1,Lemma 7.2]。一方、

CT砂+1 = CT砂＋伍CTふdk

- CT Xk -ぃエ[I -XkAT (AX£ が）―1AXk]ふc

- CT炉— ak 戸xk [1-xkAT(AXfAT)―1 AXk] 

[ 1-Xパ (AX£AT)―1AXk]ふc

- CT炉— ak II dk 112 

より、 dk =/-0ならば、反復ごとに目的関数値は必ず減少することがわかる。ただし、 dk~0 の

場合には、任意の匁 >0に対して yk+lがR+の内点となるため、問題 (3.1)は有界ではないと

判定される [1,Lemma 7.1]。

以上をまとめると、問題 (3.1)に対する主アフィン変換法のアルゴリズムは次のようになる。

12 
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アルゴリズム P:

ステップ 1(初期設定）： 許容誤差 f;> 0とパラメータ aE (0, 1)を定める。初期実行可能

内点 XOを選び、 k :=0とおく。

ステップ 2(双対推定値の計算）： 次式により、 炉に対応する双対変数の推定値 1岱を計算

する。

砧：= (AXl AT)―1AXわ．

ステップ 3(簡約コストの計算）： 次式により、簡約コスト戸を計算する。

rk := c-AT計．

ステップ 4(最適性の判定）： もし rk~0 かつ訂X戸k:::; cならば、砂を最適解として停

止する。さもなければ、ステップ 5へ進む。

ステップ 5(探索方向の計算）： 次式により、 yの空間における探索方向ベクトル渉を計算

する。

dk := -Xk凸

ステップ 6(非有界および目的関数が定数であることの判定）： もし、 沙 =0ならば、目的

関数が定数であるため停止する。一方、 dkミ0の場合も、もとの問題は有界ではないため

停止する。さもなければ、ステップ 7へ進む。

ステップ 7(ステップサイズの計算）： 次式により、ステップサイズ akを計算する。

匁：= min{ミ碍<0, i = 1, ・ ・ ・, n}. 

ステップ 8(探索点の更新）： 次の探索点炉+1を

砂+1:=砂 +akふdk

により定める。 k := k + lとしてステップ 2へ戻る。 ロ

ところで、実行可能領域が構成する多面体の各頂点において、等号で成立っている制約条件

の数が問題の次元数と同じ場合、その問題は非退化であると言われる。主問題 (3.1)とその双対

問題 (3.2)の双方が非退化であり、問題 (3.1)の目的関数がその実行可能領域において下に有界

であるならば、アルゴリズム Pで生成された点列｛丑｝は収束し [1,Theorem 7.2]、その極限

x* = limk→co砂は問題 (3.1)の最適解となる [1,Theorem 7.1]。残念ながら、一般にはほとん

どの問題で退化が起こっており、この定理の仮定が成立つ場合は少ない。ところが最近、非退化

の仮定が満たされない場合でも、ステップサイズのパラメータ a を 2/3以下の任意の整数に固

定した場合には、アルゴリズムは大域的収束性をもつことが証明されている。

主アフィン変換法のアルゴリズム Pを実際に計算機上で実行するためには、条件 Ax0= b 

を満たすような初期探索点 XO>0が必要である。初期実行可能内点を見つける方法としては、

big-M法と 2段階法の二通りの考え方がある。
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人為変数 xaを導入し、十分大きな正の数 M を用いて定義される問題

目的関数： CT X + M X → 最小

制約条件： Ax+ (b-Ae)xa = b, 
X 2 0, Xa 2 0 

(3.3) 

を解くのが big-M法である。問題 (3.3)は自明な実行可能内点 (x,xa) = (e, 1)をもつので、アル

ゴリズム Pを容易に適用できる。問題 (3.3)の最適解を (x*,x~) としよう。このとき、 x~> 。

ならば、もとの問題 (3.1)は実行不可能である。また、 x~= 0で問題 (3.3)の解が有限ならば、

x*はもとの問題 (3.1)の解である。

一方、 2段階法においては、任意の XO>0に対して人為変数 uを含む問題

目的関数： U → 最小

制約条件： AX + (b -A x0) u = b, 
X~0, U~0 

(3.4) 

の解 (x*,u*)を求める。点 (x0,1)は問題 (3.4)の実行可能内点であるから、実際に主アフィン変

換法を適用してこれを解くことができる。もし u*> 0ならば、もとの問題 (3.1)は実行不可能

である。さもなければ、 x*を問題 (3.1)の初期実行可能内点として利用することができる。な

お、問題 (3.4)はもとの問題よりも次元が一つ大きくなるが、探索点の更新を

xk+l =砂 +ak遺，

位+l = 砧 +akd~ 

と書くことにすると、簡単な計算から

dk -
X 

u
 

X
 

国）ー2臼
l xi AT (AxfAT)―1 (b-Ax0), 

1 

―（砂）ー2+1 

となる。ただし、

'Y = (b-Ax0) T (Ax江）―1(b-Ax0)

である。従って、行列 AX?ATの構造は問題 (3.4)と (3.1)との間で共通であり、コレスキー分

解などを用いる際には同じ枠組を利用することができる。

主アフィン変換法は、カーマーカーの射影変換法と比べて定式化が自然であるだけでなく、

目的関数の最適値が 0という仮定も存在しないので、計算機上へも容易に実装できる。また、実

用上の性能も非常に良好であることが知られているが、理論的な計算量における多項式時間の証

明は与えられていない。

収束を加速するためには、実行可能領域の境界に近づいた探索点を、目的関数の値を変化さ

せることなくその中心部に引戻すことが考えられる。そこで、各 x>Oに対して、非負領域 R+
の境界に近づくにつれて値が急激に大きくなるようなポテンシャル関数

庫
！
！
＼

n 

p(x) =― I: loge屯
i=l 

14 



を導入し、ある探索点砂において次のような問題を解くことを考える。

目的関数： p(x) → 最小

制約条件： Ax=b, x>O, (3.5) 

CTX=CT砂．

なお、問題 (3.5)を厳密に解く必要はない。実際、 p(x)< p(xりであるような実行可能解を見つ

けることができれば、探索点を R+の中心部に引戻すという目的は十分に達成される。そこで、

炉における p(x)の最急降下方向と―cを係数行列 Aの各行に直交するような空間に射影したベ

クトルをそれぞれ pk,gとして、ゲを gとこれに直交するベクトル hに分解したとき、炉の

h方向成分を探索方向ベクトルとして選ぶ。式で書くと、

炉 = {1ーが (Aが） 外x;;1e,

g = -{ 1 -AT (AAT)―1 A} c 

より、問題 (3.5)を近似的に解くための探索方向として

魯 ~p'-{ (P; i: g} g 
を用いればよい。

探索点を R+の境界面から離しておくためのもう一つの方法として、もとの問題の目的関数

に障壁関数を組込むことが考えられる。対数型の障壁関数を用いる方法では、ある正の数μ に対

して、非線形計画問題

目的関数： Fμ(x) = CT x -μLloge叩 → 最小
i=l (3.6) 

制約条件： Ax=b, x>O 

を解いて、探索点を自動的に Riの境界面から遠ざける。問題 (3.6)の解が(μ)に対して、μ → 

0のときにが(μ)→ x*ならば、 かはもとの問題 (3.1)の最適解となる。 X > 0の条件が保

たれるように探索を行うことにすれば、問題 (3.6)を解くためのニュートン法の探索ベクトル dμ

は、次の 2次計画問題を解くことによって得られる。

1 
目的関数 ーが▽2凡 (x)d十▽凡(x)況→ 最小

2 

制約条件 Ad=O. 

ただし、▽凡(x)= c -μX-1e, ▽児(x)=μx-2である。これを解くと

dμ=ーバ{I-Xが(AX2が）―1AX} (X c -μe) 
μ 

となるが、 x=砂における主アフィン変換法の探索方向ベクトルを遺とすると、

1 
dμ=μ 遮＋ふ {1-xkAT(Ax江）―lAふ}e

と書ける。右辺第 2項は、 遮を多面体の境界から引離す力と見なすことができるため、この手

法を中心化を伴う主アフィン変換法 (primalaffine scaling algorithm with centering force)と呼

ぶ。 C. Gonzagaは、ある正の数 aとμ。>0, 0 < p < lが存在して、各反復で上式に従って

d保を選び、砂+1=炉+adμk'μk+l = pμkと更新することによって、もとの問題 (3.1)の解

が に O(y7江）回の反復で収束するような点列｛炉｝が生成されることを指摘している。
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3.2. 双対アフィン変換法

問題 (3.1)の双対問題 (3.2)をスラック変数 sE Rnを用いて書直すと、

目的関数： 肛w → 最大

制約条件： AT w + s = c, s~0, 
(3.7) 

となる。そこで、 ATw+c=O,s>Oを満たすような変数の組 (w,s)を実行可能内点と呼ぶこ

とにする。実行可能内点 (wk,sりが与えられているとき、 Sk をeに写すような変数変換

U = S-;;1s 

を考える。このとき、問題 (3.7)の等式制約条件は

ATw+Sku = c 

と書けるので、

w=  (As戸AT)―1A s-;;2 (c -s己）

より、変換後の問題の目的関数の最急上昇方向は

dt = -s-;;1AT (As戸ぶ）―lb

である。 S の空間に逆変換すると、

d! =—ぶ (As-,;2AT) ―lb

となる。問題 (3.7)の等式制約を逸脱しないようにするには、

ATd~+ 直 =0

であればよいので、

心=(AS戸4.T)―ib 

と選ぶことにする。ここで、

砂＝ーs,;2麿

とおくと A丑=bとなるので、 砂を主変数の推定値と考えることができる。また、 d~= 0な

らば b=Oであるから、問題 (3.7)の目的関数は定数であり、すべての実行可能解は最適である

ことがわかる。そこで、 d~=/- 0のとき、ステップサイズ森 >0を定めて、次の探索点を

砧+1 =研＋丸dぷ，

8k+l =焚＋瓜 d~

とおくことにしよう。もし d~2: 0ならば、任意の店 >0に対して (wk+1,sk+l)は問題 (3.7)の

実行可能内点となるため、

訂wk+i= bT叫＋森bT(ASi:2AT)―i b 2: 訂Wk

より、問題 (3.7)は有界ではないと判定される。よって、 （遁）i<Oなる添字 iが存在するとき、

ex E (0, 1)に対してステップサイズ Pkを

尻=min { -~:;), (d'.), < 0, i = 1, • .. ,n} 
で定める。結局、双対アフィン変換法のアルゴリズムは次のように記述される。
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アルゴリズム D:

ステップ 1(初期設定）： 許容誤差 c> 0とパラメータ aE (0, 1)を定める。初期実行可能

内点 (wo,so)を選び、 k := 0とおく。

ステップ 2(探索方向の計算）： 次式により、探索方向ベクトル (d~,dりを計算する。

此：= (ASi:2AT)―lb, 

遁：= AT d~. 

ステップ 3(非有界および目的関数が定数であることの判定）： もし、 d} = 0ならば、目的

関数が定数であるため停止する。一方、 d~2 0の場合も、もとの問題は有界ではないため

停止する。さもなければ、ステップ 4へ進む。

ステップ 4(主推定値の計算）： 次式により、主変数の推定値砂を計算する。

炉：＝ーs,;2d~. 

ステップ 5(最適性の判定）： もし Xk2 0かつ cTxk -bT wk ::;; こならば、 (wk, Sりを双対

問題の最適解，砂を主問題の最適解として停止する。さもなければ、ステップ 6へ進む。

ステップ 6(ステップサイズの計算）： 次式により、ステップサイズ併を計算する。

尻:=min { -~; 八閲）i < 0, i = 1, ・ • •, n}. 

ステップ 7(探索点の更新）： 次の探索点 (wk+1,sk+1)を

Wk+l :=研＋瓜dぶ，
sk+l := sk +瓜d!

により定める。 k := k + 1としてステップ 2へ戻る。 ロ

もし、 C > 0ならば、初期実行可能内点として WO= 0, SO = Cを用いることができる。

また、 c=Oならば、もとの問題 (3.1)の目的関数値が一定となるので、解くまでもない。これ

ら以外の場合には、何らかの方法で初期実行可能内点を見つける必要がある。そこで、主アフィ

ン変換法と同様にして、 big-Mを適用してみよう。人為変数 waと十分大きな正の数 M に対し

て、問題

目的関数： bTw+J"¥1叩 → 最大

制約条件： ATw+p四+s = c, s 2:'. 0, 

を解くことを考える。ただし、 pは各要素が次のように定義される n次元ベクトルである。

P, = { 1 c,'.': 0のとき，

0 Ci> 0のとき．

(3.8) 

..,. ..,. 
'-'-で‘

で = max I ci I 
i=l,-••,n 
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とおくと、 0 > lに対して w= 0, wa = -0で， s=c+eでpは問題 (3.8)の実行可能内点になる

ので、ア）レゴリズム Dを適用することができる。目的関数の構造より、人為変数 waの値は反復

が進むにつれてー0でく 0から次第に大きくなることが予想される。しかし、アルゴリズム Dが

停止したときに waの値が負のままであるならば、双対問題 (3.7)は実行不可能である。一方、

ある反復 Kにおいて w!~0 となった場合には、 (wk, sk + pwりが双対問題 (3.7)の実行可能内

点となるため、これを初期探索点として問題 (3.7)に対する主アフィン変換法のアルゴリズムを

実行することができる。

一方、ベクト）レ vを導入して、次のような問題を考えることもできる。

目的関数： bTw -Jvf v → 最大

制約条件： AT w -v + s = c, v 2: 0, s 2: 0. 

ー．

(3.9) 

このとき、 W = 0, V = 0でe,S = C + 0詞は問題 (3.9)の実行可能内点となり、アルゴリズム D

を適用することができる。問題 (3.9)の最適解を (w*,v*, s*)と書こう。問題 (3.9)は、線形計画

問題

目的関数： c万 → 最小

制約条件： Ax= b, 

〇:Sx:SMe

の双対問題であるため、もとの問題 (3.1)に最適解 x*が存在し、 M がその各成分より大きくと

られているならば、 v* = 0となり、 (w*, s*)は問題 (3.7)の解である。

双対アフィン変換法を数値計算の側面から見ると、条件

AT心+d;= O 

さえ満たされていれば双対実行可能性が保たれるので、コレスキー分解などを用いて AS戸AT

を係数行列にもつ連立方程式を解く場合においても、主アフィン変換法ほど打切り誤差や丸め誤

差に対して敏感ではない。また、主アフィン変換法よりも速く収束する傾向が認められる。しか

しながら、必ずしも主変数のよい推定値が得られないという欠点も存在する。

主アフィン変換法と同様に、双対アフィン変換法も多項式時間のアルゴリズムであるという

証明は与えられていない。そこで、対数型の障壁関数を導入して探索点を s= 0の面から引離

し、収束を加速することを考える。問題 (3.2)に対して、次のような非線形計画問題を解く。

n 

目的関数： Fμ(W) = b T W +μL loge (c -AT w) → 最大
i=l i (3.10) 

制約条件： ATw < c. 

ここで、 μ は正のパラメータである。問題 (3.10)の解 w*(μ) に対して、 μ → 0のときに

w*(μ)→ w*ならば、 w*は双対問題 (3.2)の最適解となる。制約条件 A「W < Cが満たさ

れるように探索を行うことにすれば、問題 (3.10)を解くためのニュートン法の方向ベクトル dμ

は、次の連立方程式を解くことによって得られる。

▽冗(w)ら＋▽凡(w)= 0. 

ただし、 s= c-A国とするとき、▽Fμ(w) = b-μAS-1e, ▽2凡(w)= -μA s-2 Aである。

これを解くと

ら=t (As-2A)―1 b -(As-2 A)―l As-1e 

18 
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となり、さきに求めた心に一 (As-2A)―l A s-1eが付加された形となっている。この項は、

dwを s= 0の境界から引離す力と見なすことができるため、この手法を中心化を伴う双対ア

フィン変換法 (dualaffine scaling algorithm with centering force)と呼ぶ。 C.Roosと J.-Ph.

Vialは、各反復でパラメータμ とステップサイズ gを適切に選ぶことにより、この方法が高々

0(-/n)の反復で終了する多項式時間アルゴリズムであることを示している。

同じような考え方にもとづいて収束を加速する方法として、幕級数法 (poserseries method) 

や J.Renegarの方法も存在する。それらの詳細については、文献 [1,§7.2.4]を参照されたい。

3.3. 主双対内点法

主双対内点法では、対数型の障壁関数を用いる。凸計画問題に対数型の障壁関数を適用した

のは、 1955年の K.R.Frischの仕事にさかのぼる。カーマーカーの射影変換法が 1984年に発表

された後、対数型の障壁関数は P.E.Gillらによって線形計画問題を解くために再びとりあげら

れることになった。彼らは 1985年に障壁関数を用いたニュートン射影法を開発し、それがカー

マーカーの射影変換法と等価であることを示した。 1986年には、 N. Megiddoが対数型の障壁

関数を理論的に解析し、主双対内点法の枠組を提案した。この流れに沿って、 M. Kojimaらは

1987年に線形計画問題に対する多項式時間の主双対内点法のア）レゴリズムを発表した。彼らの

方法は、各反復で 0(州）の計算を必要とし、高々 O(nL)回の反復で収束する。従って、全体の

計算量は、 O(n化）である。後になって R.C.Monteiroらは、各反復での計算が O(n2・5),反復

回数が高々 O(✓五L),従って、全体の計算量が O(n屹）の主双対内点法を提案している。

ここでは、標準形の線形計画問題 (3.1)とその双対問題 (3.7)について考える。それぞれの実

行可能内点の集合を

po = { x E Rn I AX = b, X > 0}, 

n°= { (w, s) E Rm x Rn I AT w + s = c, s > 0 } 

とおき、以下の三つの仮定が成立っているものとする。

(Al) P゚ =I-0. 

(A2) D0 =I-0. 

(A3) m x n行列 Aの階数は m.

このとき、双対定理より問題 (3.1)と (3.7)の最適解における目的関数の値は等しい。

既に述べたように、正のパラメータμ を用いて、 x>Oに対して対数型の障壁関数を導入す

ると、解くべき問題は (3.6)のように記述される。仮定 (Al),(A2)のもとで、問題 (3.6)の目的

関数は狭義凸関数であることがわかる。従って、問題 (3.6)の最適解は、 1次の最適性条件

Ax= b, x > 0, 

ATw+s=c, s>O, 

XSe-μe=O 

(3.11) 

によって一意的に定めることができる。ただし、 X,Sはそれぞれ x,sの各要素を対角成分とす

る対角行列である。
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一方、条件 (3.11)は問題 (3.10)、あるいは、それと等価な問題

n 

目的関数： b冗u+μLloge Si 
i=l 

制約条件： AT w + s = c, s > 0 

→ 最大

に対する必要十分な最適性の条件でもある。いま、各μ>0に対して、条件 (3.11)を満たす点

を (x(μ);w(μ), s(μ))としよう。仮定 (A3)より、 x(μ)が決まれば w(μ)は一意的に定まる。ま

た、 x(μ)E P0, (w(μ), s(μ)) E D0も明らかであろう。問題 (3.1)と (3.7)との間の双対性の

ギャップは

g(μ) = cT x(μ) -b国(μ)

_ (cT -w(μ? A) x(μ) 
- s(μ)Tx(μ) 

- nμ 

と計算される。従って、 μ → 0のとき、双対性のギャップ g(μ)は次第に 0に近づく。結局、

仮定 (Al)-(A3)のもとで、 μ → 0とするとき、 叫μ)は主問題 (3.1)の解 x*に、また、

(w (μ)'s (μ))は双対問題 (3.7)の解 (w*,s*)に収束することがわかる。

そこで、 μ の値を正の数の範囲で変化させたときに方程式系 (3.11)の解 (x(μ);w(μ), s(μ)) 

が構成する曲線の軌跡を rと書く。 μ → 0とするとき、 rは点 (x*;w*, s*)に至る。従って、

曲線rをたどる仕組みを構築することによって、線形計画問題を解くための主双対内点法の理論

的枠組が構成される。そのため、主双対内点法をパス追跡法 (path-followingmethod)として分

類する場合も多い。

主双対内点法は、ある初期点 (x0;w0, s0) E po X D0から出発し、反復 Kにおいて探索方向

ベクトル (d~;dt,dりを計算し、ステップサイズ瓜を定めて、 po X DO内に点列｛（砂；w尺sり｝

を生成する。現在の探索点｛（砂；wk,sり｝の曲線rからの離れ具合を測るために、次のような指

標を導入する。

e
 

＞
 

K
.
t
k
a
 

¢
¢
 
吟in

0k 

このとき、定義より 0k2: 1であり、

ある。さらに、双対性のギャップは、

-x7 s7 , i = l, • • • , n, 
l n 

一；ご綺，
k - mm¢・ 

i=l,00•,n i' 

cpk 
ー一辛

吟in.

（炉； Wk, Sり Efならば、また、その場合に限り炉 =1で

次のように計算される。

(3.12) 

鱒
；
，
1

c五k_b□ = (砂）T Sk 

k 
- n <l>ave・ 

さて、条件 (3.11)の等式部分をニュートン法を用いて解くことを考えよう。いま、正のパラ

メータ μkに対して、砂>0, Sk > 0を満たすような点（砂；wk,sりにいるものとする。このと

き、ニュートン法の探索方向ベクトル（遮； dt,dりは、次のような連立方程式を解くことによっ
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て求められる。

ただし、

Adk 
X 

tk ， 

A頂t＋ 沙＝砂
s'  

Sk遮 ＋ふ d~

抄=b-A砂，

uk = c-A丁砧ー Sk'

悦 =μke-Xぷ e

vk . 

(3.13) 

である。もし（砂； Wk, SりEP0 x D0ならば抄=0, 砂 =0であり、連立方程式 (3.13)の解は、

となる。なお、

dぶ＝ー (AX心-,;IAT)―lA s;1vk, 

屹＝ーA頂t,
遮＝幻（炉—ふ d~)

信）T虐 ＝ ー（化）TAS-,;l(炉＋ふA丁岱）
- (vk)T幻AT(Axks-,;1AT)―1 

A Si:1 {研-XkAT(AxぶーlAT)―1ASいvk}

= 0 

(3.14) 

より、 沙と沙は互いに直交しているので、ステップサイズを f3としたきの、次の探索点での
S X 

相補性条件の平均的な満足度は、

心 (3) = (炉+(3道）T(呼+(3 d~) / n 

—¢応+(3 (桝一¢応）

という 0に関して右下がりの直線となる。従って、

xk+l =砂＋汎遺，

砧+1 =砧＋瓜 d~'
8k+l =翌＋瓜 d~

(3.15) 

とするとき、 (3kは xk+1> 0, sk+1 > 0を満たし、 1を越えない範囲でできるだけ大きくとるの

が望ましいと考えられる。実際には、 Xk+l Sk+l eの各成分の値が大きくばらつくのを避けるた

めに、次式により求めることにする。

尻=max{万I的((3)2炉((3), i = 1, • • ・, n, for all (3 E (0屑）， 0<万<1 } . (3.16) 

ただし、 TE [0, 1)とするとき、

である。

碕((3) = (丑+(3 d!) i (sk + (3 d~) i' 

凶(3) = <Pぶin+(3 (rり恥―¢ぶin)
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一方、パラメータ μkを固定して探索を進めると、双対性のギャップ n¢心veは次第に nμkに

近づく。実際には、双対性のギャップをより小さな値としたいので、 CJE(T,l)に対して

k 
桝=a <Pave 

とおくことにする。

よって、主問題 (3.1)と双対問題 (3.7)に対する主双対内点法のアルゴリズムは、次のように

まとめられる。

アルゴリズム PD:

ステップ 1(初期設定）： 許容誤差 c> 0とパラメータ 0'.ST <びく 1を定める。初期探索

点 (x0;w0, s0) E po X DOを選び、 k := Oとおく。

ステップ 2(最適性の判定）： もし戸xk-訂Wk'.Scならば、炉を主問題の最適解， (wk,sり

を双対問題の最適解として停止する。さもなければ、ステップ 3へ進む。

ステップ 3(探索方向の計算）： 式 (3.12)に従って、りiveと¢点inを定め、

k 
島：＝びりave

とおく。そして、探索方向ベクトル（遁； d~,dりを式 (3.14) により計算する。

ステップ 4(ステップサイズの計算）： 式 (3.16)に従って、ステップサイズ Pkを定める。

ステップ 5(探索点の更新）： 式 (3.15)に従って、次の探索点 (xk+1;wk+1, sk+1)を定める。

k := k + lとしてステップ 2へ戻る。 ロ

主双対内点法は、多項式時間のアルゴリズムであることが示せる。実際、ステップサイズ店

に関連して、次のような関係が成立つ [1,Theorem 7.3]。すなわち、もし汎く 1ならば、

Pk 2: 
4(CJ-T) 4(CJー r)

＞ 
n (l -2CJ + 0k CJり― n(l十虎） 0k 

となり、双対性のギャップは次式に従って減少していく。

cT xk+1 -bT wk+l = {1-(1-CJ)瓜}(cT xk -訂叫）．

また、曲線 rからの離れ具合を表す指標炉の値は、

●

,

9

 

炉+i~{ 1+(1-v) げ―~)
T 

9

,

 

き

き

と

と
の

の

び
一

T

び
一

T

>

＜

-

k

k

 

0

0

 

と評価される。ただし、
4 (a -T)T 

V=  
叫1+ CJ2) + 4 (CJ -T) T 

である。一方、 併=1ならば、双対性のギャップは、式

cT xk+l -bTwk+l =び (cT xk -bい）
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に従って減少し、 gk+lは

の範囲にとどまる。

この結果より、もし

で定義されるがが存在すれば、

0k+lく竺
T 

k* = min { k 0k :S ; } 

e''.o p + (1 -Vド(e0-~) k < k'のとき，

- k 2: k*のとき，
T 

となる。また、そのような k*が存在しない場合でも、任意の Kに対して、不等式

0k S~+ (1 -V) k (0°-~) 
が成立つ。 1-v<lに注意すると、いずれの場合も任意の Kに対して、条件

0k S max {~, 0°} 

が満たされることがわかる。また、

k = min い I 炉<~+1} 
なる Kは、条件

(1 -vl (0゚ーど） <1 

を満たす最小の Kとして求められる。左辺は正なので、両辺の対数をとって整理すると、

k > loge (0° ―;) / loge (土）
を得る。右辺第 1項は、 O(log戌0)であり、第 2項は、

1 4 (び一 r)r
=1+ 

l -v n (1 +庄）

より

loge (2-;) - loge 1 + 
4(び-,), 

叫1十庄）
＋・・・

- 0 (豆
となる。よって、 iは

k = 0 (nlog戌0)
と評価され、 i以上の任意の Kに対して、次の不等式が成立つ。

(1-び）f3kミ
4 (1一び） (a-T) 
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一方、 0< er < l, 0 く欲 ~1 より cr~l -(1 -er)位であることと、

1 -(1 -cr)(Jk-l~1 -(1 -er)位

に注意すると、双対性のギャップに関して次の不等式が成立つ。

CT Xk -訂wk~(1 -(1 -er)位）k (三o_ bT wo). 

従って、 (3.17)より、 cTxk - b叫k~c となるためには、 Kが条件

(1- 4(1-ぴ）（びーT)r < C 
叫1十庄）(a/ T + 1) c T x0 -b玉°

を満たさなければならない。両辺の対数をとって展開すると、

k > log, い。：訂w。)/ log, (1 -n ;1(~ ~~〗〗~~—:\i) 
- loge (りx゚：いw゚） / (ーloge1 + n~l(=十ーニ心パ）1)―.. -) 

を得る。よって、高々

0 (n loge (c五0~ 訂w゚））
回の反復で、双対性のギャップは与えられた精度 eに到達する。

結局、主双対内点法は、高々

0 (nlog』0)+ 0 (n loge (亨0~ 訂w゚））
回の反復で終了することがわかる。

パラメータ T および aの選び方としては様々な方法が考えられる。たとえば

1 
T=-

4' 
1
-
2
 

――
 び

とおくと、
4 

汎三平'

となり、双対性のギャップは不等式

｀
＼
ー
・

c丁砂+1_ 訂wk+l~(1 -~) (三k-bT記）

に従って減少する。また、
1 

ll = 
5n+ 1 

より、曲線rからの離れ具合は、次のように評価される。

0'+1 ::; { 2 + (1 -5 n~1) (炉-2) 併 >2のとき，

2 0k~2 のとき．
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主双対内点法を実際に適用するには、初期探索点 (xo;wo,so)を見つけなければならない。任

意に選んだ XO>0と s0> 0が等式制約条件 Ax0= b, ATw゚+SO=Cを満たすようにすること

は事実上不可能であるため、人為変数 Xn+l'Xn+2を導入した主問題

目的関数： cTx+rrx n+l → 最小

制約条件： Ax+ (b -Ax0) Xn+l = b, 

(AT WO + s0 -C) TX + Xn+2 =入，

X 2: 0, Xn+l 2: 0, X、n+22: 0 

と、人為変数 Wm+l'8n+l,8n+2を導入した双対問題

目的関数： b丁W十入Wm+l → 最大

制約条件： A叫＋（ぶWO+ SO -C) Wm+l + S = C, 

(b-Ax゚汀W+ Sn+l = 7r, 

Wm+l + 8n+2 = 0, 

S 2: 0, Sn+l 2: 0, Sn+2 2: 0 

(3.18) 

(3.19) 

を考える。ここで、 Tr, 入は十分大きな正の数である。実際、条件

1r > (b-Ax0)T w0, 

入> (AT w0 + s0 -C) T X゚

が成立つように Tr,入を選べば、

1

2

 

＋

＋

 

o
n
o
n
 

x

x

 

1, 
T 

-入-(ATw゚+SO -C) X゚

を満たす (x0,x~+l'x~+2) は問題 (3.18) の実行可能内点となる。また、

゜ -1, w m+l 

゜ 1r - (b-Ax0)T w0, s n+l 

s n゚+2 1 

を満たす (w0,w仇+1,so,s幻+1,s幻+s)は問題 (3.19)の実行可能内点である。さらに、問題 (3.1)の

最適解 x*と問題 (3.7)の最適解 (w*,s*)に対して、条件

1r > (b-Ax0)T w*, 

入> (AT w0 + s0 -c) T x* 

が成立っているならば、 （瓦歪n+l'団n+2)を問題 (3.18)の最適解とするとき、 団は問題 (3.1)の

最適解であり Xn+l= Q となる。さらに、 （薦威m+l'百，百n+l'百n+2)を問題 (3.19)の最適解とする

とき、 （荀怠）は問題 (3.7)の最適解であり荀m+l= Qとなる [1,Theorem 7.4]。

現実の問題に対して主双対内点法をより効率よく動作させるために、様々な改良が試みられ

ている。その一つは、各反復で条件砂＞〇と炉 >0が満たされることだけを要求するような主
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双対非実行可能内点法の考え方である。このとき、 (3.13)に含まれる抄と呼は 0であるとは

限らないため、探索方向ベクトル（嚢； d心，直）は

遮 = (AX心i:lAT)―i{Axk 幻（砂— x;;切り＋抄｝，
直＝位— ATd~,

遮 =s-;;1 (vk -Xエ）

となる。これを遺について書直すと、

心＝岱+dk + dk xctr xobj xfeas 

(3.20) 

となる。ただし、

d~ctr =μk {ふSi:1-Xぶー1AT(AxぶーlAT)―lAXk幻｝幻e,

d~obj = -{ふs-;;1-xk Si:1AT (AxぶーlAT)―lAXぶー1}c, 

dに＝ふs-;;1AT(Axksi:1AT)―l tk 

である。直の第 1 項 d~ctr は、積項 Xi:1e からもわかるように、点炉を R+ の中心へ引戻すカ

として作用する。また、第 2項沙 は、積項ーcからもわかるように、目的関数値を減少させxobj 
る方向であることがわかる。また、

Adk 
Xctr = 0, 

Adk xobj = 0 

より、これら二つの成分が主問題 (3.1)の実行可能性の満足度合を変化させることはない。一

方、第 3項沙 に対しては、積項抄の定義より
feas 

Adk 
X 

= b-Axk 
feas 

が成立ち、主問題 (3.1)の実行可能性を改善する働きをもつことがわかる。よって、 XO > 0, 

s0 > 0を満たす任意の点（砂； wo, so)から出発しても、実行可能性は次第に改善され、ある反復

だにおいて実行可能となれば、それ以後のすべての反復 k2だにおいて、 住=0が保たれる。

また、主双対内点法においては、主変数と双対変数との間で異なるステップサイズを用いる

ことも可能である。すなわち、探索点を次式に従って更新する。

崎

1

ー
•

xk+1 = xk + /3[ d~, 

研+1 =砂＋昭dt,
8k+l =砂＋昭 d~.

(3.21) 

ここで、 xk+1 > 0, sk+1 > 0を保証するための最も簡単な方法は、 o:E (0, 1)に対して

―
―
 

P

k

D

k

 

Q

g

 

1 

max{ 1, -(dな） i/(axt >, ... , -(d点）n/(axな）｝＇

1 

max{ 1, -(d乞）i/(cx st), .. ・, -(d夕）n/(as~)} 
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と選ぶ方法である。

寸非実行可能内点法では、各探索点（炉； wk,sりが実行可能領域にすら入っていない瓦

性があるため、厳密には μkを固定してニュートン法の反復を繰返さなければならない。しかし

ながら、最適解を求めるためには μkの値を 0に近づけなければならないことに注意すると、実

際の計算においては、各反復で μkの値を少しずつ小さくしていく方が望ましい。そこで、

（炉）T 3k 

μk = 
n 

と定めることにする。主双対非実行可能内点法のアルゴリズムは、次のように記述される。

アルゴリズム IPD:

ステップ 1(初期設定）： 十分小さな正の数 c1,c2, c3とパラメータ aE (0, 1)を定める。

XO> 0, SO> 0を満たす初期探索点 (xo;wo'so)を選び、 k := 0とおく。

ステップ 2(中間変数の計算）： 以下の計算を行う。

μk 
国）丁砕

n 
tk b-A丑， 
u k c -AT wk -sk ， 
V k μke-XkS炉・

ステップ 3(最適性の判定）： もし

μkくこ1'
II快II
II bll + 1 

< c2' 
II uk II 
II ell+ 1 

< c3 

ならば、 砂を主問題の最適解， (wk,sりを双対問題の最適解として停止する。さもなけれ

ば、ステップ 4へ進む。

ステップ 4(探索方向の計算）： 式 (3.20) に従って、探索方向ベクトル (d~; d~, dりを計算す

る。

ステップ 5(非有界の判定）： もし、

抄=0, 遮>0, CT心<0

ならば、主問題は有界でないため停止する。また、

砂=0, 心>0, bT心 ＞ 〇

である場合も、双対問題が有界でないため停止する。さもなければ、ステップ 6へ進む。

ステップ 6(ステップサイズの計算）： 式 (3.22)に従って、ステップサイズ (3[,(Jfを定め

る。

ステップ 7(探索点の更新）： 式 (3.21)に従って、次の探索点 (xk+1;wk+1, sk+l)を定める。

k := k + lとしてステップ 2へ戻る。 ロ

このほか、双対アフィン変換法の場合と同様に、曲線 rを連続的に追跡するような幕級数法

を構成することもできるが、その詳細は文献 [1,§7.3.7]を参照されたい。
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4. おわりに

本稿では、文献 [1]の第 5章および第 6章に記述されている、線形計画問題に対するカーマー

の射影変換法とアフィン変換法について紹介した。特に、最後に述べた主双対内点法は、線形計

画問題にとどまらず、 2次計画問題、さらには、一般の非線形計画問題に対しても拡張され、多

くの研究者によってその大域的収束性や局所的な収束率が研究されている。また、大規模な問題

に対する数値実験を通して、実用的にも非常に有効な方法として注目を集めている。本稿が、内

点法に興味をおもちの方、あるいは、内点法を用いて計算をしてみようと思っておられる方の参

考になれば幸いである。
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