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1 はじめに

並列処理が身近なものとなりつつある中で、数理計画問題に対しても既に多くの並列アルゴ

リズムが提案されている [2,3]。その多くは、数理計画における双対理論と関数（行列）分割

の考え方を基礎としており、もとの問題の近似モデルを複数の独立な部分問題に分割し、各反

復でこれらを並列的に解くことによって原問題の解に至るような点列を生成しようとするもので

ある。特に、主問題あるいは双対問題の変数を単位とするような粒度の細かい分割が行われ、生

成された部分問題の解が解析的に求められるような場合には、最近盛んに開発が進められている

超並列計算機上での実行に適したデータ並列型のアルゴリズムが得られる。一方、現実の大規模

問題が持つ構造的な特徴を利用して、効率的な並列アルゴリズムを得ることも可能である。文献

[8]では、分離可能な目的関数を持つ 2次計画問題に対して、双対問題の目的関数の係数行列を

ブロック対角行列を用いて分割し、その結果得られる複数の小さな部分問題を共役勾配法を用い

て解くようなブロック並列型のアルゴリズムが提案されている。多期間計画問題や多品種流問題

などのように、もとの問題の制約条件の係数行列がある種のブロック構造を持つ場合には、その

双対問題の目的関数の係数行列も何らかのブロック構造を示す。従って、この構造に沿う形で双

対問題を分割すれば、比較的少ない反復数で収束するような並列アルゴリズムを得ることができ

る。このアルゴリズムは、もとの問題のブロックを単位とする比較的粗い分割に基づいており、

各部分間題をそれぞれ反復解法を用いて解く必要があるため、コントロール並列型のアルゴリズ

ムとなる。既に、コネクション・マシン CM-5をはじめとして、 MIMD (Multiple-Instruction 

Multiple-Data)型の並列計算機もいくつか商品化されており、コントロール並列型のアルゴリズ

ムの実行も現実のものとなっている。特に CM-5は、比較的少数のベクトル計算機を構成要素と

するような並列計算機であり、粗い粒度で分割された各部分問題にはそれぞれデータ並列型の計

算モデルを、アルゴリズム全体に対してはコントロール並列型の計算モデルを適用することがで

きるため、非常に良好な結果を得ることができる。

コントロール並列型のアルゴリズムを並列計算機上で実行する際には、各部分問題を解くこ

とに専念するいくつかの処理装置の他に、アルゴリズム全体の進捗管理および各処理装置への

仕事の分配を行うもう一つの処理装置を懺くという計算モデルを用いる場合が多い。何人かの部

下を使って管理戦が仕事を進める形態に似ていることから、前者の各処理装置はワーカー・ノー

ド，後者の処理装置はマスター・ノードと呼ばれる。文献 [8]で提案されたブロック並列型のア

.Jレゴリズムでは、ワーカー・ノード群が計算する各部分問題の解がすべて揃うのを待って、マス



ター・ノードは収束判定と次の探索点における部分問題の構成を行う。従って、もとの問題のプ

ロック構造が一様ではないなどの理由により各ワーカー・ノードが部分問題を解くために要する

時間に大きな差が生じる場合には、遊休状態となる処理装置が多数発生して、並列化効率が著し

く低下する可能性がある。

そこで、本論文では、すべてのワーカー・ノードの処理について同期をとることを強制しな

いような非同期並列型のアJレゴリズムを提案する。すなわち、マスター・ノードは、いくつかの

ワーカー・ノードが部分問題を解き終わった段階で探索点を更新して部分問題を構成し直し、遊

休状態となったワーカー・ノードにこれらを分配して探索を再開させる。また、アJレゴリズムの

疇判定は、マスター・ノードが探索点を更新するたびに行うこととし、収束したと判定された

場合には、現在稼働中のワーカー・ノードが遊休状態となった時点でアルゴリズム全体を終了さ

せることにする。なお、マスター・ノードが収束判定を行っている間に各ワーカー・ノードが遊

休状態に陥る可能性も考慮して、マスター・ノードの機能を二つの処理装置に分割し、部分問題

の再構成を行う第 1のマスター・ノードと収束判定のみを行う第 2のマスター・ノードを用いる

モデルについても検討を行う。

以下では、まず 2章において、基礎となるプロック並列型の共役勾配法のアJレゴリズムを紹

介する。次に 3章では、このアルゴリズムを非同期並列型に拡張する。 4章においては、非同期

並列型の共役勾配法を実行するための計算モデルについて述べる。並列計算機 CM-5上で行った

数値実験の結果は、 5章に掲げる。最後に 6章において、本論文のまとめを行う。

なお、本論文では次のような表記法を用いる。 Jをある添字集合とする時、あるベクトル U

に対してその要素 ui,i E J, により構成される部分ベクトルを町で表す。また、ある行列 Aに

対してその行a;,i E J, から成る部分行列を AJと記す。
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2 ブロック並列型の共役勾配法

次の 2次計画問題について考える。

目的関数
1 
-x T Dx+ T 

• 2 C X → 最小

制約条件： a戸=bi, i E E, 

叶X :s; bi'i E J. 

(1) 

ただし、 E,Iは有限な添字集合であり、 Dは nxn対角行列， C とaiは n次元実ベクト Jレ， bi

は実数である。今、 a; を第 i行に持つような行列を A,biを第 i要素に持つようなベクトルを

bと書く。このとき、問題 (1)の双対問題は

目的関数 ： うzTMz+qTz → 最小

制約条件： zi~0, i E J, 
(2) 

と定義される。ただし、

M = An-1バ，
q = AD-1c + b 

である。問題 (1)が実行可能ならばそれは唯一の最適解を持ち、双対定理により問題 (2)も解を

持つ。また、問題 (1)の最適解を x*とすると、関題 (2)の解 z*との間には次のような関係が成

り立つ。

x* = -D―1 (AT z* + c). 
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(3) 



点 zにおける双対問題 (2)の目的関数の最急降下方向を rとすると、

r=-Mz-q 

である。このとき、問題 (2)の1次の最適性条件は

乃=0, i EE, 

八::;0, zi 2: 0, 乃zi= 0, i EI, 
(4) 

と表すことが出来る。行列 M は半正定値対称なので、条件 (4)は問題 (2)に対する必要かつ十

分な最適性条件である。

ブロック並列型の共役勾配法 [8]は、問題 (2)に対して行列分割法を適用することによって導

かれる。行列 M に対して

M=G+H 

を滴たすような行列の対 (G,H)はM の分割と呼ばれる。特に、 G-Hが正定値であるとき、

分割 (G,H)は正則 (regular)であると言われ、 M が半正定値ならば Gは正定値となることが

わかる。そこで、対称行列 Gを用いて定義される問題 (2)の係数行列 M の正則な分割 (G,H)

を用いて、現在の点 z(k)において次のような部分問題を解くことを考える。

Dsp(k): 目的関数： 一ZT

2 
Gz+(v(k)) z → 最小

制約条件： zi・ミ 0, i EI. 

ただし、

v(k) = H z(k) + q (5) 

である。このとき、もとの問題 (1)が実行可能ならば、部分問題 Dsp(k)の解を z(l:+1) として生

成した点列 {z(k)}は問題 (2)の最適解の一つに収束することが示される [8,Theorem l]。

行列 G としてプロック対角行列を選ぶと、部分問題 Dsp(k)を複数の小さな問題に分割する

ことができる。実際、 Jゎ£=l,・ ・ ・,L, を

L 

LJ 1£= EU J and le n le, = 0, f # f', 
£=1 

をみたす添字集合とする。そして、必要に応じて行と列を並べ換えることにより、行列 M の正

則な分割 (G,H)を構成する G として、次のようなブロック対角行列を考える。

G= ゜
• • 

2
 

O

G

 

ーG

o

 

゜0・ ・ ・0  GL 

ただし、 Geは1みIxllcl対称行列で、その行と列はそれぞれ添字集合みの要素に対応している

ものとする。このとき、部分問題 Dsp(k)は次のような L個の独立な部分問題に分割することが

できる。

DSP(k) C : 目的関数： デ〗伍 ZJl + (Vり）T ZJl →最小

制約条件： zi 2: 0, i E J n le. 
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ここで、 心:)は (5)で定義されるベクトル叫）の部分ベクトルである。行列 Gの正定値性より

Geも正定値となり、各部分問題 DSP?lはすべての Kに対して唯一の解を持つことがわかる。

式 (3)に対応して、現在の探索点 z(k)における主問題 (1)の解の推定値を

i、(k)= -D-1 (AT z(k) + c) 

とおく。さらに、点 X(k)における問題 (1)の制約条件の残差ベクトルを r(k) とすると、

r(k) = Ax(k) - b (7) 

と書けるが、簡単な計算から

r(k) = - M  z(k) - q 

となることがわかる。この時、 (5)で定義されるベクトル v(k)は

叫）＝ーGz(k) - r(k) 

と書き直せ、 Gがブロック対角行列であることから、

(k) (k) (k) 
巧l = -Ge z占― 'rJl' f=l, .. ・,L, 

(6) 

(8) 

を得る。すなわち、各部分問題 DSP?lは、ブロック fに関係する情報のみを用いて定義するこ

とができる。

結局、問題 (1)に対するブロック並列型の共役勾配法のアルゴリズムは、次のように書くこ

とができる。

アルゴリズム BP:

ステップ 1.初期探索点 z(l)を z}l)ER, i EE, および z;i)ミ0,i E J, を満たすように選び、

k := 1とおく。

ステップ 2.次式により残差ベクトル ,(k)を計算する。

x(k) := -n-1 (AT z(k) + C), 
,(k) := A x(k) - b. 

ステップ 3.z(k) とr(k)が条件 (4)を滴たすならば終了する。

ステップ 4.£=1,.. ・,Lに対して、部分問題 DSPtlを変数の非負制約を取り扱えるように修

正した前処理つき共役勾配法を用いて並列的に解ぎ、解 z}k+I)を得る。

ステップ 5.k := k + 1としてステップ 2へ戻る。 ロ

アルゴリズム BPがステップ 3で終了したとき、 z(k) とし℃(k)は、それぞれ問題 (2)と(1)の

最適解である。ステップ 4において適用する前処理つき共役勾配法の詳細な手続きについては、

文献 [8,§3]を参照されたい。
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3 非同期並列型への拡張

以下では、アJレゴリズムを実行する並列計算機は十分な数の処理装置を保持しており、各部

分問題を個々の処理装置に独占的に割り当てることができるような理想的な状況を想定する。ア

Jレゴリズム BPは、ステップ 4において L個の独立な部分問題 DSPt)を並列的に解くことが

可能である反面、すべての部分問題の解が得られない限りステップ 5に進むことができないとい

i う意味で、同期型の並列アJレゴリズムである。従って、特定の［に対する部分問題を解くために

非常に多くの処理時間を要するような場合には、部分問題を解き終わった他の処理装置が遊休状

態となる期間が長期化し、アルゴリズム全体の効率が低下してしまう可能性がある。そこで、一

部の部分問題の解が得られたならば、現時点で利用できる最新の情報を用いて部分問題を構成し

直し、遊休状態に至った処理装置に対して直ちに探索の実行を指示するという非同期並列型のア

Jレゴリズムを考えることにする。

各反復で、ブロック tに対応する部分間題 DSPりの解を求めるための前処理つき共役勾配

法の手続きを実行する処理装置に注目しよう。第幻反復が次のように記述されるアルゴリズム

は、典型的な非同期型のアルゴリズムとなる。 zi(朽） ER, i EE, および z;朽） 2:: 0, i E J, を満た

すような点 z出）が与えられたとき、この処理装置は式 (6),(7)に基づいて残差ベクトルパ朽）を

計算する。 z応）と凸）が条件 (4) を滴たさないならば、式 (8) に従って v~:e) を計算し、部分
(k) 

問題 DSP1e を前処理つき共役勾配法の手続きを用いて解く。得られた解を乃と書くとき、

z/朽+l):~{ :: : : ~:: 

とし、 朽：＝幻 +1とおいて直ちに次の反復に入る。ただし、 多％’り f-£,はその時点で他のブ

ロックにおいて得られている最新の双対変数 zの値である。

このアルゴリズムでは、部分問題を解き終わった処理装置には、直ちに次の部分問題が与え

られるため、遊休状態となる時間は非常に短くなる。しかしながら、最も早く部分問題を解き終

わった処理装置は、自分自身が担当するブロックの情報のみを更新した部分問題を解き直すこと

になるため、反復回数がかさむだけでさ匠ど大きな効果が得られない可能性がある。また、最も

遅く部分問題を解き終わった処理装置は、既に繰り返し更新を行った他のブロックの双対変数の

値を用いて次の部分問題を構成することになり、古い情報をもとに求めた当該プロックの解が

他のブロックの情報との間で不整合をおこすおそれもある。さらに、各処理装置が残差ベクトル

r(ke)を個別に計算して探索の継続を判断することは、明らかに非効率であると考えられる。

そこで、ある整数 NE[1, L]に対して、新たに N個の部分問題が解き終わった段階で、こ

れらの部分問題を担当していた処理装置に解かせるべき部分問題を構成し直し、対応する処理装

慨にそれぞれ探索の再開を指示することにする。問題 (1)に対する非同期並列型の共役勾配法の

アJレゴリズムは次のように記述される。

アルゴリズム AP:

ステップ 1.整数 NE[1, L]を定め、初期探索点 z(l)を zf1)E R, i E E, および zV)2:: o, 
i E J, を満たすように選ぶ。集合 Sを

S:={1, .. ・,L} 

と設定し、 幻：= 1, £= 1, ・ ・ ・, L, および k:= 1とおく。
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(k) 
ステップ 2.次式により残差ベクトル r/,fES,を計算する。

（朽）
乃£

L 

x(k) := -D―1 (I: 豆亨+C' 

.- A1 x(k) - b 
f.=l) 

£Ji'  
£ES. 

ステップ 3.z}:£), £= 1, • • • , L, と誓八£=1, ・ ・ ・,L, が条件 (4)を渦たすならば終了する。

ステップ 4.£ES に対して、部分問題 DSP~朽）の解 z}:l+l)を求めるための前処理つき共役勾

配法の手続きを起動する。

ステップ 5.集合 Sを次のように設定し直す。

s := {£ 部分問題 DSP胴を解くための前処理つき共役勾配法の手続きが終了｝．

ステップ 6.ISi < N ならばステップ 5へ戻る。さもなければ、朽：＝朽+1, £E S, および

k := k + 1としてステップ 2へ戻る。 ロ

この章の初めに述べた非同期並列アJレゴリズムのプロトタイプは、アJレゴリズム APにおい

て N= lとした場合に相当する。一方、 N=Lとおくと、アルゴリズム APは同期型の並列

アルゴリズム BPと全く同じ動作をする。また、ステップ 5における前処理つき共役勾配法の手

続きの終了は、部分問題の解 ZJ£
(k +1) 

がプロック tを担当する処理装置から他の処理装置へ伝送

された時点で検出される。一般に処理装置間での情報伝達は直列に行われるため、ステップ 6か

らステップ 2へ戻る際の集合 Sの要素数は、常に丁度 N個となる。

4 並列計算機上での実行方法

この章では、非同期並列型の共役勾配法のアルゴリズム APを並列計算機上で実行するため

の計算モデルについて考える。ステップ 4 において、部分問題 DSP~朽）を解くための前処理つき

共役勾配法の手続きが各£ESについて独立に起動されることから、アルゴリズム APはコント

ロール並列型のアルゴリズムと見なすことができる。従って、各ブロック tに対して処理装置を

一つづつ割当て、それぞれにおいて前処理つき共役勾配法の手続きを独立に実行させるという方

式が、最も自然な並列計算モデルである。ただし、ステップ 2における` ℃(k)の計算やステップ 3

の収束判定は、 L個のブロック全体の情報を用いて行う必要がある。そこで、もう一つの特別

な処理装置を用意して、ブロックごとに分割することができないこれらの処理を行わせることに

する。以下では、アルゴリズム全体の動きを調整する役割を果たす後者の処理装置をマスター・

ノード，各ブロックに対応する部分問題を解くことに専念する前者の処理装置をワーカー・ノー

ドと呼ぶことにする。各ワーカー・ノードは、マスター・ノードから解くべき部分問題を定義す

る情報を受け取った時点で稼働し始め、得られた解をマスター・ノードヘ送り返した後に遊休状

態となる。すなわち、この計算モデルにおいては、ワーカー・ノードが行う通信の相手先はマス

ター・ノードのみに限定される。また、各ワーカー・ノードが実行する前処理つき共役勾配法の

手続きは全く同一のものである。従って、アルゴリズム APは、多くの MIMD型の並列計算機

において採用されている SPMD(Single-Program Multiple-Data)型の計算モデルを用いて比較

的容易に実現することができる。
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上で述べた計算モデルは、アルゴリズム BPの構造に沿った非常に自然な実行方法である

が、 N の値が小さい非同期並列アルゴリズムの場合は、マスター・ノードに対するメッセージ

の受渡しが頻繁に発生するため、マスター・ノードの負荷が大きくなって並列化効率が低下しな

いように十分な注意を払う必要がある。実際、マスター・ノードがステップ 2,3を実行している

間は、ワーカー・ノード £ESは遊休状態となる。特に、ステップ 2で現れる行列とベクト Jレ
(k) 

の二通りの積 A}ZJ e および AJe砂）の計算には多くの処理時間が必要である。そこで、同期型
(k +1) 

のアJレゴリズム APの場合 [8,§4]と同様に、各ワーカー・ノードは、部分問題の解zJ/ の代
(k +1) 

わりに n-1A~戸J/ の値を計算した上でマスター・ノードに送ることにする。このとき、マス

ター・ノードは、次の反復のステップ 2において、これらと n-lCの和をとることによって x(k)

の値を簡単に求めることができる。さらに、マスター・ノードは x(k)の値そのものをワーカー・

ノード £ESに伝送し、残差ベクト Jレ,}:el'£ES, の値は各ワーカー・ノードにおいて計算す

ることにする。一方、収束判定のステップ 3についても、まず各ワーカー・ノードにおいて Zり
(k) 

とT'Je が条件 (4)のプロック tに対応する部分

乃=0, 

ri :S 0, zi~0, 

i E (Enみ），

r凸=0, i E (Inみ），
(9) 

を満たすかどうかを判定し、その結果をマスター・ノードに送る。マスター・ノードは、すべて

のワーカー・ノードにおいて条件 (9)が成り立ったことを確認した時点で、アルゴリズムを停止

させればよい。

アルゴリズム APは、プロック tを担当するワーカー・ノード上において次のような手続き

として実行される。

手続き WORKERc:

ステップ 1.初期探索点 z(l) (1) 1) 
e 

J を召 ER, i E (En Jかおよび z; ?.'. 0, i E (Inみ），を満たす

ように選び、 幻：=1とおく。

ステップ 2.マスター・ノードから送られてきた x(-)の値を読み込み、次式により残差ベクトル
(k) 

乃£ を計算する。
e 

乃
（朽） : = A1 xCl -b 
((  

J . 
( 

(k) 
ステップ 3.次式により収束判定結果釘［を定め、マスター・ノードにその値を送る。

蒻朽）：~{ 1 z~'I と忍,I は条件 (9) を渦たす，
〇 上記以外．

(k) (k +1) 
ステップ 4.部分問題 DSPce を前処理つき共役勾配法を用いて解き、解 ZJl を得る。

ステップ s.n-1位誓e+l)の値を計算し、マスター・ノードに送る。

ステップ 6.幻：＝幻 +lとしてステップ 2へ戻る。 ロ
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容易に確かめられるように、点 z~朽）における部分問題 DSP~朽）の目的関数の最急降下方向
C 

(k) (k) (k) 
は、 'r J l となる。従って、ステップ 3において Dee = 1となった場合には、 ZJC l は部分問

C 

題 DSPc
（朽）

の最適性条件も満たし
(k +1) (k) 

、 ZJC = ZJC となる。手続き WORKER£ は、マスター・
l l 

ノードからメッセージが送られなくなった時点で終了する。

一方、マスター・ノードにおけるアルゴリズム APの動きは、次のように記述できる。

アルゴリズム MASTER:

ステップ 1.整数 NE[1, L]を定め、初期探索点 z(l)を zf1lE R, i E E, および zf1)~0,
i E J, を滴たすように選ぶ。集合 Sを

S := { 1, ・ ・ ・, L} 

と設定し、 幻：=1,£=1,・・・,L, および k:= 1とおく。

ステップ 2.次式により間題 (1)の解の推定値 x(k)を計算する。

L 

X(k) :=— LD—i A}£ 誓£)- D―le. 
f.:=l 

すべての £ESに対して、ワーカー・ノード£ に x(k)の値を送る。

ステップ 3.すべての £ESに対して、ワーカー・ノード£ から送られてきた 8~朽）の値を読み

込む。

ステップ 4.8仰=1, Jl, = l,・ ・ ・， L,ならば、すべてのワーカー・ノードから送られてくるメッ

セージを受け取って終了する。さもなければ、 s := 0とおく。

ステップ 5.あるワーカー・ノード eisから n-1豆誓t+l)が送られてきたならばその値を読

み込み、次式により集合 Sを更新する。

s := s u {£}. 

ステップ 6.ISi < N ならばステップ 5へ戻る。さもなければ、幻：＝幻+1, 1!, ES, および

k := k + lとしてステップ 2へ戻る。 ロ

アルゴリズム MASTERのステップ 1で設定する z(l)の値は、各ワーカー・ノードで実行さ

れる手続き WORKERg,1!, = l, ・・・，L,のステップ 1 における初期探索点 z~:) の値と整合性がと
れていなければない。 L = 2, N = lの場合について、各処理装置間での情報の流れの一例を

図 1 に示す。図からわかるように、マスター・ノードがいずれか一方のワーカー• ノードに砂）

の値を伝送した後、そのワーカー・ノードがマスター・ノードに収束判定結果 8_(k.)を送り返すま

での間は、部分問題を解き終わった他のワーカー・ノードに対する処理は行われない。これは、

アルゴリズム MASTERのステップ 3において、集合 Sの要素に対応するすべてのワーカー・

ノード tから収束判定結果 81朽）が送られて来ない限り、次のステップに進めないからである。

このような無駄時間を少なくするためには、ワーカー・ノード 1!,ESから 8}朽）の値が送られ

てきた任意の時点でアルゴリズム MASTERのステップ 4の終了判定が実行できればよい。と

8 
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ころが、アルゴリズム MASTERのステップ 5には既に n-1AT
(k +1) 

J ZJ e の伝送を監視する機能が
e e 

組み込まれているため、アJレゴリズムの構成を変えることなく任意の時点で[;~朽）の到着を検出

することは不可能である。そこで、マスター・ノードが受け持っている機能を二つの処理装置 A

および Bに分担させることを考える。すなわち、マスター・ノード Aには砂）の計算を、マス

ター・ノード Bにはアルゴリズムの収束判定を担当させる。

マスター・ノード Aにおけるアルゴリズム APの動きは、次のようになる。

アルゴリズム MASTER-A:

ステップ 1.整数 NE[1, L]を定め、初期探索点 z(l)を z}1)E R, i E E, および zP)ミ0,

i E J, を滴たすように選ぶ。集合 Sを

S := { 1, .. ・,L} 

と設定し、 幻：=1,f=l,・・・,L, および k:= 1とおく。

ステップ 2.次式により間題 (1)の解の推定値 xCk)を計算する。

L 

X(k) :=— ~D―1豆亨— D―le.
£=1 

すべての CESに対して、ワーカー・ノード fに X(k)の値を送る。

ステップ 3.マスター・ノード Bから収束を知らせるメッセージが送られてきているかどうか

を調べる。メッセージが届いていれば、ステップ 4へ進む。さもなければ、 s := 0とお

いてステップ 5へ進む。

ステップ 4.すべてのワーカー・ノードから送られてくるメッセージを受け取って終了する。

ステップ 5.あるワーカー・ノード C1 S から n-1A~戸t+l)が送られてきたならばその値を読

み込み、次式により集合 Sを更新する。

S :=SU {C}. 

ステップ 6.[SI< N ならばステップ 5へ戻る。さもなければ、朽：＝幻+1, CE S, および

k := k + 1としてステップ 2へ戻る。 ロ

また、マスター・ノード Bは、次のようなアルゴリズムを実行する。

アルゴリズム MASTER-B:

ステップ 1.すべての C= 1,・ ・ ・,Lに対して、砂0):= 0, 幻：=0とおく。

ステップ 2.8i朽） =1,C=l, ・・・， L,ならば、マスター・ノード Aに収束を知らせるメッセージ

を送って終了する。

ステップ 3.あるワーカー・ノード CE{l,.. ・,L}から 8i朽+1)が送られてきたならば、その値

を読み込み、 幻：＝幻 +1とおいてステップ 2へ戻る。 ロ

， 



一方、ワーカー・ノード tでは、手続き WORKERcのステップ 2,5における「マスター・

ノード」を「マスター・ノード A 」に、ステップ 3における「マスター・ノード」を「マス

ター・ノード B 」にそれぞれ修正した手続きを実行すればよい。マスター• ノードを分割した

場合の各処理装置間の情報の流れの一例を、図 2に示す。

以下では、アルゴリズム MASTERと手続き WORKERcによる実行方法を単独マスター・

モデル、マスター・ノードの機能を分割してアJレゴリズム MASTER-Aおよび MASTER-Bを

用いる実行方法を二重マスター・モデルと呼ぶことにする。

《
・
＼

5 数値実験結果

数値実験は、エイ・ティ・アール人間情報通信研究所が保有する並列計算機 CM-5を用いて

行った。 CM-5は 2のべき乗個の処理ノード (processingnodes)から構成される大規模並列計

算機である。各処理ノードは、標準的な SPARCプロセッサと合計 4個の浮動小数点演算用のベ

クトル・ユニットを搭載しており、そのピーク性能は 128MFLOPSと評価されている [6]。ま

た、各処理ノードには 8Mbyteのローカル・メモリが 4個装備されており、大規模なデータの

取扱いが可能であるとともに、データ・ネットワークを介して各処理ノード間で 1対 1のデータ

通信を行うことができる。 CM-5は SPMD型の計算モデルを採用しており、大規模なデータに

対して一斉に処理を行うデータ並列型のプログラムと、各処理ノードがそれぞれ独立に処理を行

うコントロール並列型のプログラムの双方を、効率良く実行することができる。

実験には 32個の処理ノードを持つ CM-5を用い、一つまたは二つの処理ノードをマスター・

ノードに、残りの処理ノード群を必要に応じてワーカー・ノードに割当てた。各処理ノードにお

いて実行するプログラムのコーディングには、データ並列型のプログラミング言語である CM

Fortran [5]を用いた。 CM Fortranは、配列要素同士の演算を並列的に実行したり、配列要素

の移動や部分和の計算を高速に実行できるように開発された FORTRAN系統の言語であり、各

ワーカー・ノードで実行しなければならない前処理つき共役勾配法の手続きを効率的に処理でき

るものと期待される。なお、共役勾配法の手続きを実行する際に必要となる行列とベクトルの積

の計算には、 CM Fortranのユーティリティ・ライブラリー [4]において提供されている部分配

列内の積算 (segmented-add-scan)および複写 (segmented-copy-scan)を実行するサブルーチン

を用いた。一方、各処理ノード間でのメッセージ受渡し (messagepassing)は、ソフトウェア・

ライブラリー CMMD[7]を利用して実現した。また、すべての計算は倍精度で行った。

テスト問題としては、ランダムに生成された不等式制約条件のみを持つ分離可能で疎な 2次

計画問題

目的関数
1 T . -x T 

2 
Dx + c x → 最小

制約条件： Ax~b 
(10) 

を用いた。ただし、 D は冗 X n対角行列， C は n次元実ベクトル， A は m x n行列， bは

m 次元実ベクトルである。 Aの非零要素， b,C の各要素および Dの対角要素は、それぞれ区間

[-5, 5], [1, 10], [-100, 100]および [1,10]の一様乱数を用いて生成した。この時、 x=Oは制約

条件 Ax::;bを滴たすので、テスト問題 (10)は常に実行可能となる。

添字集合 Eを空集合とおくことにより、問題 (10)に対してもアルゴリズム APを適用する

ことができる。まず、ステップ 1において、初期探索点としては z(l)= 0を選んだ。また、ス
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テップ 3においては、すべての iE Jいf..= 1, ・・・， L,に対して条件

Ir; 朽） I :s; 10―711 b lloo 

または

z! 出） = 0, r; 朽） :s; 10―711 b lloo 

(11) 

(12) 

が成り立った場合に7;レゴリズム AP を終了させることにした。一方、部分問題 DSP~朽）を解く

ための前処理つき共役勾配法の手続きも、 ZJl とTJiの各成分が条件 (11)または (12)を滴足し

た段階で打ち切ることにしている。

数値実験は、制約条件の係数行列 Aが次のような特徴的な構造を持つ問題に対して行った。

A1 

A2 

A= 

ふ A2 ... 

A Q 

A Q 

ただし、 Aq, q = 1, ・・・， Q,はいずれも荒 x万行列，また刀q,q=l,・・・,Q,はいずれも冗 x万行

列で、 m=Q万十冗， n=Q万である。このようなブロック構造 (dualblock angular structure) 

は、多品種流間題など現実の大規模問題においてしばしば現れる。.Aの列方向の分割に対応し

て、対角行列 D を次のように書き直しておく。

D = diag{ D1,D2,・・・, 叫｝．

ただし、 Dq, q = 1, ・・・， Q,はいずれも冗 x冗対角行列である。このとき、問題 (10)の双対問題

の目的関数の 2次の係数行列 M は

.Ml M 1 

M2 j¥lf 2 

M=  

MQ !VI Q 
-T  -T  
Ml NI2 ・・・-NI T Q !VI Q+l 

と書ける。ただし、

M q = A q nq -1がq' q = 1 ... Q ')' 

ル1q = Aq n;1 A;, q = l ... Q 
''' Q 

1vIQ+1 = I: Aq n; 噂：
q=l 

である。数値実験では、 L=Q+ 1とおき、行列 M を

Ge=Mわ £= l,・ ・ ・,L, 

を用いて定められるブロック対角行列 G によって分割した。

11 



問題 (10)の結合制約 (couplingconstraint)の係数行列は、

冗＝［元元・・・元］

で定められる万 xn行列である。数値実験では、係数行列 Aのブロック部分 Aqの非零要素数

を 8192,列数万を 512にそれぞれ固定し、行数布を 128と256の2通りに選んだ。また、そ

のそれぞれの場合に対して、結合制約の係数行列冗の非零要素数をさらに 2通りに変化させて

いる。 Qの値は、 3, 7, 15の3通りについて実験を行った。テスト問題の特徴を表 1に示す。

表 1:テスト問題

各ブロック 非零要素数 全体

問題名 Q m n A q A m n、

All 3 128 512 8192 4096 896 1536 

A12 3 128 512 8192 8192 896 1536 

A21 7 128 512 8192 8192 1408 3584 

A22 7 128 512 8192 16384 1408 3584 

A31 15 128 512 8192 16384 2432 7680 

A32 15 128 512 8192 32768 2432 7680 

Ell 3 256 512 8192 4096 1280 1536 

B12 3 256 512 8192 8192 1280 1536 

B21 7 256 512 8192 8192 2304 3584 

B22 7 256 512 8192 16384 2304 3584 

B31 15 256 512 8192 16384 4352 7680 

B32 15 256 512 8192 32768 4352 7680 

パラメータ N の値を様々に変化させて各テスト問題を解き、アルゴリズム APの実行時間

を測定した。実験にあたっては、各サイズのテスト問題に対して乱数の種類を変えて 5つの例題

を生成し、それらの平均を求めた。図 3から図 14に、実験の結果を示す。各図において、破線

は単独マスター・モデルによる結果，実線は二重マスター・モデルによる結果である。図の右端

は N = L, すなわち、同期型の並列アJレゴリズム BPを実行した場合に相当する。一方、図の

左端は N= lであり、各ワーカー・ノードを完全に非同期的に動作させた場合の結果を示して

いる。圏の中央部はこれらの中間的な動作をした場合であり、左にいく匠ど非同期性が増して、

遊休状態で待機しているワーカー・ノードの個数が少なくなるように部分問題の更新をこまめに

行ったことになる。

まず、実験を行ったすべての場合において、二重マスター・モデルによる実行の方が単独マ

スター・モデルによる実行に比べて計算時間が少なくなっていることがわかる。この頒向は、 N

の値が小さくなる匠ど顕著に現れており、マスター・ノードの機能を二つに分割することによっ

て、マスター・ノードが収束判定結果を待っている間に遊休状態に至るワーカー・ノードの数を

減らすという方策が有効に働いたものと考えられる。ただし、必要となる処理装置の数が一つ増

えるので、並列化効率の観点から考えた場合には、必ずしも有効な方法であるとは限らない。実

＂
~
＂
＇
ー
，
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際、計算時間と使用した処理装置の数の積で比較してみると、単独マスター・モデルの方が値は

小さくなっていることがわかる。

次に、アルゴリズム APの非同期度合をあらわすパラメータ N と計算時間の関係は、 N 

の減少にともなって計算時間が増えるもの、減るもの、あるいはまた、 V字型の変化を示すも

のなど問題によって様々である。しかし、二重マスター・モデルを用いるならば、 N の減少に

伴って計算時間が極端に増加している例は問題 B12だけである。従って、非同期型のアルゴリ

ズム APは、同期型のアルゴリズム BPとほ匠同等の性能を持つと考えてよい。特に、問題 Bll

や B21においては、 N を小さくしたときに非常に良好な結果が得られている。

二重マスター・モデルを用いた場合に Nの減少に伴って計算時間が単調に減少しているいく

つかのテスト問題について、各ワーカー・ノードの稼働状況をもう少し詳細に見てみよう。ある

ワーカー・ノードが実際に稼働している時間の実行時間全体に対する割合を稼働率と呼ぶことに

すると、次のような二通りの傾向が認められる。まず、非同期性の導入により非常に大きな効果

が得られた問題 B21の場合、結合制約に対応する双対変数を受け持つワーカー・ノード Lの稼

働率は、 N = 8,4,2, 1となるにつれて、順に 54.1%, 66.8%, 81.1 %, 97.1 %のように急激な伸

びを示している。一方、他のブロックに対応する双対変数を受け持つワーカー・ノード、例えば

ワーカー・ノード 1の稼働率は、 83.1 %, 89.2%, 92.4%, 97.2%のように高い水準で推移してい

る。すなわち、同期型のアルゴリズムにおいては、ワーカー・ノード Lだけが部分問題を早く解

き終わり、他のブロックの処理を待っている状態であったことがわかる。非同期性を導入した場

合、問題全体に対して影響力を持つと思われる結合制約に対する処理を受け持つワーカー・ノー

ドLの稼働率が上昇することによって、非常に大きな効果が得られたものと考えられる。これに

対して、問題 A22の場合は、全く対照的な傾向が観洞される。実際、ワーカー・ノード Lの稼

働率は N=8,4,2,1と変化させても 97.6%,97.9%, 98.2%, 98.5%のように高い値のままであ

る。一方、ワーカー・ノード 1の稼働率は、 46.5%, 66.0%, 76.9%, 82.5%のように N の減少

に伴って急激に増加する。すなわち、同期型のアJレゴリズムにおいては、ワーカー・ノード Lが

他のブロックに処理の終了を待たせていたが、、非同期性を導入することによって、ワーカー・

ノード 1から L-lが独自に探索を進めることができるようになり、処理時間の短縮が得られた

ものと考えられる。ただし、問題題全体に対して影曹力を持つと思われる結合制約に対応する双

対変数の探索の迎み具合には大きな改善が見られないため、問題 B21の場合厄どの大きな効果

は得られなかったものと考えられる。

計算時間の変化が V字型になっているテスト問題も、同期型のアルゴリズムにおいては後者

の傾向を持つ問題である。実際、各ワーカー・ノードにおける手続き WORKEReの実行回数を

調べてみると、結合制約に対応する双対変数を受け持つワーカー・ノード Lの反復回数が、他の

ワーカー・ノードの反復回数に比べて少なくなっている傾向が見られる。しかしながら、このよ

うなテスト問題においては、 N の値を必要以上に小さくすると、ワーカー・ノード Lが時たま

与える情報によって、それまで他のワーカー・ノードにおいて頻繁に更新されていた情報が過去

の時点まで引き戻されてしまう可能性がある。従って、非同期的に実行した多くの反復が十分に

活かされず、マスター・ノードにおいて州）の更新に費やした計算時間に相当する分だけ、収束

が遅くなっているのではないかと考えられる。
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6 おわりに

本論文では、分離可能な 2次計画問題に対するブロック並列型の共役勾配法を非同期並列型

に拡張した。提案したアルゴリズムは、コントロール並列型の計算モデルを用いることによって

並列計算機上に容易に実現することができる。実際に並列計算機 CM-5を用いて行った数値実験

によって、行列分割の考え方を用いて構成した複数の部分問題のうち、いくつの問題の解が得ら

れた段階で新たな部分問題を構成するかを適切に選択すれば、問題の構造によっては同期型の並

列アルゴリズムに優るとも劣らない性能を持つことが確かめられた。

今回の実験においては、非同期型のアルゴリズムが有効となる場合について、各ワーカー・

ノードの稼働状況からその特徴を考察した。一般的には、いくつかの非常に密な行ブロックが存

在するような問題に対して非同期型のアルゴリズムが有利になると考えられるが、制約条件の構

造との間に明確な因呆関係を見い出すためには、さらに系統的な実験が必要である。実際、具体

的な相関関係が確認できれば、その結果は非同期並列アルゴリズムのパラメータ設定にも利用で

きるものと期待される。

また、同期型のブロック並列アルゴリズムの実行にあたっては、外側の反復の探索点がもと

の問題の最適解から遠く離れていると予想される反復の初期の段階において前処理つき共役勾配

法の収束判定条件を緩和することにより、実際の計算における収束性を加速するという方策を用

いた [8,§5]。非同期並列アルゴリズムの場合には、各ブロックごとに共役勾配法の適用回数が異

なるため、収束判定条件の緩和度合を決定する統一的な規則を導入することは必ずしも容易では

ない。しかし、アルゴリズム APのカウンタ Kの値や、各ブロックごとのカウンタ幻の最小値

を用いて、同期型の場合と同じような規則を構成することが考えられる。

ここで提案した非同期並列アルゴリズムにおいては、探索点のどの成分がいつ更新されるか

を明確にとらえることができないため、その収束性を理論的に示すことは非常に難しいと考えら

れる。よく知られているように、何らかの評価関数が単調に減少するような反復が周期的に含ま

れているならば、アルゴリズムの大域的収束性を示すことができる。実際文献 [l]では、非対称

線形相補性問題に対する逐次過緩和法 (successiveoverrelaxation method)において、数反復ご

とに同期をとるような非同期並列アルゴリズムが示されている。ここで提案した非同期並列アル

ゴリズムにこのような考え方を導入した場合の性能とその収束性の解析は、今後の課題である。
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図 3:問題 Allに対する実験結果
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図 7:問題 A31に対する実験結果
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図 11:問題 B21に対する実験結果
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國 13:問題 B31に対する実験結果

図 12:問題 B22に対する実験結果
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図 14:問題 B32に対する実験結果
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