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1 はじめに

実際に現われる大規模非線形計画問題では、制約条件の大半が線形関数であり、その係数行

列が疎であるという性質を持つ場合が多い。逐次線形化法 (SuccessiveLinearization Method) 

は、反復計算の過程において原問題の疎な性質を保持することによって、現実の大規模問題を効

率的に取扱おうとするアルゴリズムである [3]。逐次線形化法のアルゴリズムは、各反復で目的

関数，制約条件の双方を線形近似することによって得られる部分問題を解く。ただし、大城的収

束性を保証するために、部分問題の目的関数に凸 2次項を付加することによって、ステップサイ

ズのコントロールを行う。その際、 2次項を分離可能となるように構成すれば、得られた 2次計

画部分問題は、係数行列の各行ベクトルに対する簡単な演算のみで構成される所謂Row-Action

Algorithmを少し修正することにより、効率的に解くことができる。

本論文の目的は、逐次線形化法の部分問題を解くために最も基本的な並列アルゴリズムの一

つである射影 Jacobi法を用い、これを SIMD(Single Instruction-Multiple Data)型の並列

計算機上に実現して、逐次線形化法に対する並列アルゴリズム適用の有効性を数値実験を通して

検証することである。射影 Jacobi法自体は、射影 SOR(Successive Over Relaxation)法と

ともに線形相補性問題等に対する Row-ActionAlgorithmの一つとして、古くから研究されてい

る [2]。逐次計算機上での実現を考える場合には、本質的に逐次的な手続きによって構成される

射影 SOR法に比べて、射影 Jacobi法は必ずしも優れた方法ではない。しかし、細粒度型の大

規模並列計算機を用いる場合には、並列化度合が増すにつれて並列アルゴリズム本来の有効性を

発揮できるものと期待される。勿論、実際に十分な並列化効率を引出す為には、係数行列の大半

の要素が零であるという現実の大規模問題特有の性質を十分に考慮して、プロセッサの割当てや

データの配置を行うことが必須条件となる。

以下では、先ず第 2章において逐次線形化法のアJレゴリズムとその性質について簡単に紹介

する。次に第 3章において、 2次計画部分問題を解くための射影 Jacobi法について述べる。第

4章では、射影 Jacobi法を並列計算機上に実現するに際して、原問題の疎な性質をどのように

利用するかを中心に考える。テスト問題の生成方法と、並列計算機 ConnectionMachine Model 

CM-5による数値実験結果については、第 5章にまとめる。最後に第6章において、数値実験を

通じて明らかになった問題点についての考察を行う。

1本論文は、筆者の一人（阿部）が学外実習生としてエイ・ティ・アール人間情報通信研究所に滞在中 (1993.12.14-

1994.3.31)に得た結果を基に、筆者のもう一人（山川）が更に詳細な数値実験を加えた上でまとめたものである。
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2 逐次線形化法のアルゴリズムとその性質

本論文では次のような非線形計画問題について考える。

NLP: minimize J(x), 
subject to gi(x) = 0, i = 1, ・・・，京，

g心） ::; 0, i =可 +l,·•·,m.

ただし、 X はn次元の実数ベクトルであり、 Jおよび9i,i = 1,・・・,mは即で定義された連続

微分可能な実数値関数とする。以下では、各制約条件に対する Lagrange乗数を Ui,i = 1, ・ ・ ・, m 

で表し、問題 NLPに対する Lagrange関数を

ペー

1

m 

L(x, u) = f(x) + L叩 9i(X)
i==l 

(1) 

と書くことにする。

問題NLPに対する正確なムベナルティ関数は

布

p(x)三 f(x)+又rilgi(x)I+f rimax{O,gi(x)} 
i=l i=布+1

(2) 

で定義される (4]。ここに、 ri> 0, i = 1, ・ ・ ・, mはペナルティ・パラメータである。式 (2)の右

辺第 1項は問題NLPの目的関数そのものである。一方、その第2項，第 3項は、それぞれ問題

NLPの等式制約，不等式制約に対応しており、 Xがこれらすべての条件を満足していればその

値は 0であるが、実行可能領域から離れるにつれて次第に大きな値をとるようになる。従って、

ペナルティ関数p(x)は、問題NLPの目的関数値の減少と実行可能性の度合とを総合的に判断す

るための指標と考えることができ、その性質は以前からよく研究されている。

定理 1(4] (x*, u*)を、最適性の 2次の十分条件を満たす問題NLPの局所最適解と、対応する

Lagrange乗数ベクトルの組とする。この時、内 2lutl, i = 1, .. ・,mならば、 x*はp(x)の局

所最小点となる。

定理 1は、問題NLPの解がp(x)の制約なし最小点となるための必要条件を与えているに過ぎな

い。しかし、問題NLPが凸計画問題の場合には、 p(x)の局所最小点が問題NLPの最適解とな

るための十分条件も知られている。

定理 2(6] 問題 NLPは凸計画問題で有限な解を持ち、緩和された Slaterの制約想定

{x I 9i(x)<0,iEI1; 9i に） ~0, i E 12 }ヂ¢

を満足すると仮定する。ここに、

11三{l,.. ・,m}"'-I2, 12三{i I 9i(X) : 線形， i= 1, ・ ・ ・,m} 

である。問題 NLPのある最適 Lagrange乗数を tドとする時、ある ri> I ut I, i = 1, .. •, mに対

して x*がp(x)の局所最小点ならば、がは問題 NLPの最適解である。

これらの定理から、問題 NLPに有限な解が存在し、対応する Lagrange乗数ベクトルも存在す

るならば、十分大きな有限の rに対して p(x)の制約なし最小化問題を解くことにより、原問題

NLPの局所最適解が得られるものと期待できる。
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ベナルティ関数p(x)には微分不可能な点が存在し、しかも非線形であるために、これを直接

最小化することは容易ではない。そこで、現在の探索点砂において、 p(企+d) < p(丑）なるス

テップdを逐次求める反復解法を考える。まず、 p(x)を構成する fおよびg;を線形近似するこ

とによって得られる関数

m 

釦，d)三J(x)+▽ J(x)刀+I:ri l9i(x) +▽ 9i(xf d I 
i=l 

+ f rimax{O,gi(x)+▽ 9i(x)勺｝
i=万十1

を、ベナルティ関数p(x)の線形近似関数と考えよう。逐次線形化法 [3]は、現在の探索点砂に

おいて、関数p(x凡d)をステップサイズ dを制限するための凸 2次項と共に最小化する問題

SP(砂，び，入）．． ・入
k : mmnmze _!: 屈びd+ p(xk, d) 

2 

を解き、点列｛砂｝を得ようとする方法である。ここに、入k > 0は、ステップサイズをコント

ロールするためのパラメータであり、 Ckは正定値対称行列にとる。問題 SPの目的関数は狭義

凸関数であり、唯一の解沙を持つが、第 2項に微分不可能な点が存在し、そのままでは最小化

し雖いように見える。しかし、人為変数

も三 max{0, g;(砂）十▽g;(砂）刀｝，

Wi 三max 0, -gi(砂）一向（砂）Td}' 
i = 1,・ ・・,m, 

i = 1,・ ・・,m 

を導入することにより、問題 SPは次のような等価な 2次計画問題に書き直すことができる。

布 m

mm1m1ze _!: 忍c耀
2 

十▽J(砂）刃+I:ri (ti十叫） + I: r山，
i=l i=布+1

subject to 9i(砂）＋▽9i(砂）T d -ti + Wi = 0, 
ti ?: 0, Wi ?: 0, 

i = l,・ ・・,m, 

i = l,・・・,m. 

(3) 

原問題 NLPが構造的に疎な場合、びとして正定値対角行列を採用すれば、問題(3)において

も疎な構造が反復を通して維持されるため、効率的な解法が構成できる。

人為変数ti,Wiの導入によって、各反復で解くべき部分問題(3)の規模は 2m+n変数， 3m 

制約となり、原問題に比べてかなり大きくなってしまう。しかし、凸2次計画問題(3)に対する

Lagrangeの双対問題を考えると、それはm個の双対変数に対する上下限制約のみを持つ次のよ

うな凸 2次計画問題となる。

DSP(砂， C凡心）： minimize 炉(u)

subject to -ri :::; 附 :::;'i, i = 1, ・・・，布，
〇こ叩 :::;'i,i =可+l,・・・,m.

ここに、

討(u)=六▽L(x□ (Ck)―1▽ L(砂，u)-f疇（砂） (4) 
i=l 

であり、主問題 (3)すなわち問題 SPの解dkは、双対問題DSPの解を砂とすると、

沙＝一上誓）―1▽L(砂，砧）
入k

(5) 

により求められる。

逐次線形化法のアルゴリズムは、次のように書き下すことができる。
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アルゴリズム SLM

ステップ 1バラメータ： 0 <μ。＜肛く四<1, 1 > 1をセットする。初期探索点： x1 E R叫

正定値対称行列： Clおよびふ >0を選び、 k:= 1とおく。

ステップ 2問題DSP(砂，Ck,入k)の解砂を求め、式 (5)により探索幅沙を得る。

ステップ 3p(x)の線形近似関数の減少量

△ Pk:= p(砂）ーp(砂，炉）

を求める。もし、△加 =0ならば終了。さもなければ、ペナルティ関数の実際の減少量

△ Pk:= p(砂）一p(砂＋沙）

を求める。

ステップ 4ペナルティ関数の実際の減少量と線形近似関数の減少量との比

Pk:=△ Pk I△加

を求める。もし、 Pk<μ。ならば、

砂+1 :=砂，

入k+l :=入K

さもなければ、

X k+l 呼 +d凡r・ 入k

Pk:::; μ1 

入k+l 入k, 加く Pk:::;μ2 

入K片， Pk>μ2 

のとき，

のとき，

のとき

とする。また、 Ck+lを正定値対称となるように決定する。

ステップ 5k := k + 1とし、ステップ 2に戻る。

ところで、定理 1,定理 2の議論から、ペナルティ・パラメータ riは、条件

ri > I uf I, i = l,•··,m 

を満たしていなければならない。しかも、数値計算の観点からすると、その値はできる限り小さ

い値に止めることが望ましい。しかしながら、原問題NLPの最適Lagrange乗数u*の値を事前

に予掴することは不可能と言わざるを得ない。ところが幸いなことに、アJレゴリズム SLMは点

列｛砂｝の匠かに、 Lagrange乗数の列｛砧｝を生成する。そこで各反復において、ペナルティ・

パラメータ riが、条件

ri > I u7 J, i = 1, ・・・,m

を渦たすよう、必要に応じて内の値を大きくしていくという戦略が考えられる。ただし、アルゴ

リズム SLMのステップ 2において解かれる双対問題DSPの制約条件から、

I砕I::;; ,,. i, i = 1,・・・,m 

が常に成立っていることに注意すると、実際にはアルゴリズム SLMのステップ2を次のように

変更すればよいことがわかる。
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ステップ 2-1問題DSP(xk,Ck, 入k)の解砂を求める。

ステップ 2-2もし、

国 I<Ti, i = 1, .. ・,m 

ならば、式 (5)により探索幅沙を計算し、ステップ 3へ進む。さもなければ、

r i : = v r i , for all i E { i I内=I u7 I, i = 1, ・ ・ ・, m}, 
k+l k 

X := X ， 
入k+l :=入k,

Ck+l := Ck 

としてステップ 5へ行く。

ここに、 1/> 1はペナルティ・パラメータを更新するための定数である。

アルゴリズム SLMは、次のような性質を持つことが知られている。

補題 1[3] アルゴリズム SLMで生成された点列｛砂｝は有界、係数行列の列｛び｝は有界かつ

一様正定値であると仮定する。この時、次の各性質が成立つ。

1. △加 =0ならば、またその場合に限り沙 =0である。この時砂は p(x)の停留点となる。

2. ある s7E [-1,1], i = 1,・・・,mが存在し、

m 

入kぴdk+▽ f(砂）+ I:s丘▽9i(砂） =0 
i=l 

を滴たす。従って、ある正の定数 Tが存在し、

II dk II= --r/入k, Vk 

が成立つ。

3. ある X>Oが存在し、ふ 2:Xならば

低＝△Pk I△加 2:μ1 

を満たす。これにより、 2次項の係数の列｛入k}は有界となる。

補題 1の 1は、入Kおよび Ckの各要素の値が正の有限な区間内に止まっているならば、△Pkの

相対的な大きさを停止基準として用いることができることを示している。また補題lの2は、パ

ラメータ心がステップ沙の大きさをコントロールする働きをしていることを示している。更に

補題 1の3は、パラメータ入Kの値を十分大きくとることによって、部分問題SPの解沙がペナ

ルティ関数p(x)の値を十分に減少させることを保証している。これらの性質により、アルゴリ

ズム SLMは大域的収束性を持つことが示される。

定理 3[3] アルゴリズム SLMで生成された点列｛砂｝は有界、係数行列の列 {Cりは有界かつ

一様正定値であると仮定する。このとき、｛砂｝の任意の集積点は p(x)の停留点である。
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3 2次計画部分問題を解くための射影 Jacobi法

ここでは、部分問題 SPの2次の係数行列 Ckを正定値対角行列にとることにする。文献 [3]

では、びの構造的特徴に注目し、射影 SOR法または共役勾配法を少し修正したアルゴリズム

を用いることによって、原問題 NLPの疎な性質を保持しながらアJレゴリズム SLMの各反復で

問題DSPを効率的に解く方法を提案している。これに対して我々は、射影 Jacobi法を用いて部

分問題DSPを並列的に解くことにより、より大規模な現実の非線形計画問題を高速に解くアル

ゴリズムを構築することを目指す。なお、以下ではアルゴリズム SLMの反復を表す添字Kと区

別するために、射影 Jacobi法の反復は括弧付の添字U)で表すことにする。

解くべき問題 DSPの目的関数炉(u)は、式(1), (4)より次のような Uに関する 2次関数で

あることがわかる。

叫＝一▽L(xk, uf (Ck)―1▽ L(xk,u)-L附 9i(砂）
2入K i=l 

= 1研Mku+(計）TU+ Zk. 

ここに、記は mxm行列，が ER叫 zkERであり、それぞれ

Mk =▽  g(砂）T (ふび）―1▽g(炉），

l =▽  g(x平（ふ Cり―1▽!(位)-g(砂），

zk =芦!(砂）T (ふび）―1▽!(砂）

と書き下すことができる。なお、▽g(砂）は nxm行列

▽ g(砂）＝（▽91(砂），▽g討），•．．，▽9m(砂））

である。今、行列 Mkに対して分割

l¥lJk =Bk+ (Mk -Bり

を考える。問題DSPの制約条件を満たす探索点uUlに対して、分割の第2項 Mk-Bkに対応し

てlを修正して得られるベクトル

(6) 

v(j) = (Mk -Bり四+l

を用いて構成される部分問題

m1mm1ze~ げBku+(位））T tl 

subject to -ri s; 叩三応

〇三叩 s;ri, 

i = 1, ・・・，声，
i=可 +1,・・・,m

(7) 

の解を次の探索点砂+1)とおくことによって点列{uU)}を生成する反復法は、問題DSPに対す

る行列分割法 [2]と呼ばれる。特に行列Bkとして、 Mkの対角成分を緩和パラメータ w>Oに

より修正した対角行列

Bk =w―1diag {▽ gi(砂）T(入Kび）―1▽gi(砂）｝
iE{l,··•,m} 

を用いる方法は射影 Jacobi法 [2]となり、問題 (7)の解叫+1)は、

(j+1) mid {-ri, ut, 巧}, 1 Si S声 のとき，

附 = { mid{ 0, vt, 巧｝， 荒 +lsism のとき

(8) 

(9) 
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により求められる。ここに、 midは3数の中央値を表し、各iに対して (6)の各式と式 (8)より

Uf = {四-(Bk)―1 (Nlku(j) + l)} 
(j) ▽ gi(xk)T (Cりー1▽L(砂，u叫ー屈（砂）
. -w・ 

▽ gi(xk戸(Cり-1▽gi(砂）
(10) 

である。式 (10), (9)は各iに対して独立に計算することができるので、射影 Jacobi法は細粒度

型の大規模並列計算機上での実現に適していると考えられる。なお、式 (10)の右辺第 2項の分

母▽gi(x亨 (Cりー1▽gi(砂）は射影 Jacobi法の全反復を通じて変化しないので、各 i毎に予めそ

の値を計算しておくものとする。一方、式 (10)の右辺第 2項の分子に表れる▽L(xk, uUl)は、

射影 Jacobi法の前反復において独立に求めた u}j),i = 1, ・ ・ ・, mを集約して得られる情報であ

り、その計算をいかに効率的に行うかがアルゴリズム全体の並列化効率を左右することになる。

一方、射影 Jacobi法の収束性を保証する十分条件の一つとして、行列 2Bk-NJkの正定値

性があげられる [2]。式 (8)より行列がは正定値対角行列であり、その対角成分の値は緩和パラ

メータ w>Oの値に反比例する。従って正の数wの値を十分小さくとれば、対称行列 2Bk-Mk 

の対角要素の値を、対応する行の非対角要素の絶対値の和よりも大きくすることができる。この

時、いわゆる DiagonalDominance Theorem [7]により、行列 2Bk-Mkは正定値となる。以下

では、このような W の値の最大値を、口と記述することにする。なお、式 (10)からもわかるよ

うに、緩和パラメータ wは変数uに関する探索においてステップサイズの役割を果たしている。

従って、収束性を阻害しない範囲でできるだけ大きな値を用いるのが望ましい。

ところで、式 (5)に対応して、

紗＝一i(ck)―1▽ L(砂，詞）

とおくと、問題 DSPの目的関数炉(u)の砂）における最急降下方向は、 (6)の各式より

―▽ふ(u(j)) = -M伍(j)-qk 

となる。そこで、

――▽  g(x亨（入kび）ー1▽L(x凡u叫+g(砂）

―▽  g(x亨dU)+ g(丑）

zU) =▽ g(位）Tか+g(砂）

とおき、添字集合

JU)三{i I (uい＝一riand zfi) :S 0) or (u1j) = ri and z}j) :::: 0), i = 1, ・ ・ ・ 罪｝

(11) 

(12) 

u { i I (u1j) = 0 and z}j)ご0)or (u1i)=riandz}j)::::o), i=m+l,・・・,m} (13) 

を定義すると

亭=0, ¥/ i 1 JU) 

ならば、 uUlは問題DSPの解であることがわかる。なお、式 (11), (12)より、式 (10)は

zi 
(j) 

叶＝副 +w・
▽ gi(xk戸（ふび）一1▽gi(丑）

と書き直すことができる。

以上をまとめると、問題 DSPに対する射影 Jacobi法のアルゴリズムは次のようになる。

7 

(14) 



アルゴリズム射影Jacobi法

ステップ 1緩和パラメータ w E (O,w)をセットする。問題 DSPの制約条件を満たす初期探索点

砂）€ 茫を選び、 j:= 1とおく。

ステップ 2式 (10)または (14)により、 i= 1,・・・,mについて独立に峠を計算する。さらに式

(9)により、忙の各成分を問題DSPの対応する制約条件の区間内に射影して次の探索点

凶 +1)を求める。

ステップ3式 (11), (12)に基づいて dU+1), zU+i)を順次計算する。また、定義(13)に従って

添字集合 J(j+l)を求める。もし、 z?+1)= 0, Vi~JU+l) ならば終了。さもなければ、
j := j + 1としてステップ 2に戻る。

アルゴリズム SLMでは、その計算量の大部分が問題DSPを解くために費やされる。従って

現実の大規模問題に対して適用する場合、現在の探索点砂が最適解から遠く離れていると考え

られる初期の反復においては、問題 DSPの解を求める射影 Jacobi法のアルゴリズムを、その良

い近似解が得られたと判断された段階で打切るのが得策である [3]。そこで、許容誤差の初期値

c>Oとその更新乗数 o-E (0,1)を用いて、アルゴリズムのステップ 3を次のように修正する。

ステップ 3-1式 (11), (12)に基づいて d(i+l), z(i+l)を順次計算する。また、定義(13)に従っ

て添字集合 JU+l)を求める。

ステップ 3-2もし、 Iz}i+l) I< c, Vi~JU+i) ならばステップ 3-3 へ。さもなければ、 j := j+l 

としてステップ 2に戻る。

ステップ3-3もし

p(砂）ーp(x凡au+1J)2八 (aU+1JfびaU+i)

を滴たせば終了。さもなければ、 f;:=び€, j := j + 1としてステップ 2に戻る。

(15) 

ここに、 8E (0, 1/2)は、問題DSPを解くことによって本来得られる筈のペナルティ関数p(x)

の線形近似関数の減少量△加を緩和する意味を持つ定数であり、部分問題SPの厳密な解dkに

対しては、

△ Pk 2: 苧位）Tびdk

となることが保証されている [3]。

一般に射影 Jacobi法では、射影 SOR法や共役勾配法と比べて、解を得るまでにより多くの

反復数を必要とする傾向がある。しかも、射影 Jacobi法のステップ 3またはステップ 3-1から

3-3にかけての終了判定は、ステップ 2において各iについて独立に求めた情報を集約して行う

処理であり、並列計算機ではプロセッサ間通信など多大な負荷を要する場合が多い。そこで、射

影 Jacobi法のアルゴリズムでは、ステップ 3を毎回行うのではなく、ある一定周期で停止基準

が滴たされるか否かを判定するという戦略を用いるのが有効である。ただし、式(14)により忙

を求める場合には、各反復で d(j+I)とこれに基づき z(j+I)を計算する必要がある。一方、式 (10)

による場合も、▽L(砂， tい）の計算と各iに対して▽9i(xk)Y(Cりー1との内積を求める計算が反

復毎に必要となることに変わりはない。
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並列計算機上への実現

大規模な問題に対するアルゴリズムを実現する際には、行列をどのような形態でメモリ上に

保持するかがしばしば問題となる。逐次型の計算機上でのプログラミングにおいては、いわゆる

List Structureを用いて疎行列を取扱う方法が一般的であり、特に大規模線形計画問題を対象と

する内点法の分野で様々な技法が研究されている [1]。ListStructureは、疎行列の非零要素の

みを 1次元配列に格納するとともに、格納されたデータの行番号または列番号を指示する補助的

な配列と、ある行または列の非零要素の格納位置を示すポインタを保持する配列を用意すること

によって、疎行列とベクトルとの積を効率良く行うためのデータ構造である。今回我々が並列計

算機上に実現しようとしている射影Jacobi法のアルゴリズムにおいても、式(10), (11), (12) 

から推察されるように、疎な nx m行列▽g(砂）の取扱いと、▽g(xりまたはその転置行列に

ベクトルを掛ける演算を効率的に実行できるような仕組みを構築することが要求される。また、

Connection Machine Systemは共有メモリを持たず、配列の各要素に対応する形でローカルメモ

リを持つプロセッサが割当てられ、プロセッサ間のデータ転送をネットワーク経由で行なう並列

計算機であるため、通信負荷をできる限り抑えるような工夫も必要になる。従って、ボインタを

次々にたどりつつ必要なデータを検索する ListStructureの考え方では、通信負荷の増大により

十分な性能を引出すことができない。むしろ、疎な行列との積をとるベクトルの保持形態に冗長

性を持たせて、その成分を実際に掛け算を行なう行列の非零要素と同じ位置に格納することによ

り、同じサイズの配列要素同士の派算を並列的に実行できるという ConnectionMachine System 

の特徴が生かせるようなデータ構造を採用することが望ましい。

以下では、我々が射影 Jacobi法のアルゴリズムをプログラミングする際に採用した手法を具

体的に説明する。 n= 4, m = 3で、▽g(x)が恒等的に 0でない要素を 6個持つとしよう。実

際、ある反復 Kにおいて▽g(砂）が次のような行列である場合を考える。

叫） = r~ ~ ~ 三り三三liご［三―；に：ソ;~~~uてそ；三〗ピ〗~1:Z~~~~
GGRD_I : j 3 j 2 j 1 j 5 j 6 I 4 j 

GCLM_I : j 1 j 2 j 2 j 3 j 3 j 3 j 

GROW_I : j 1 I 2 I 3 j 1 I 3 I 4 I 

ここで、 GCLM_Iにおいて左隣とは異なる値を持つ要素には論理値 T(True), 同じ値持つ要素

には F(False)を格納する 1次元配列 SEGM工を構成する。ただし、左端の要素の左隣は、右端

の要素であると考える。この時、 SEGM_Iは

SEGM_I : I T I T I F I T I F I F I 

のような論理配列となり、 GGRD_Iが保持しているデータの行列▽g(砂）における区切りを示す

ことから、 Segmentと呼ばれれる。

さて、 1次元配列 GGRDユ， GCLMJ,GROW_Iを GROW_Iの要素を第 1キー， GCLMユの要素

を第 2キーとしてソートした 1次元配列を、それぞれ GGRD_J,GCLM_J, GROW_Jとすると、

， 



GGRD_J : I 3 I 5 I 2 11 I 6 JJ: I 

GCLM_J = r 1 1 3 1 2 1 2 1 3 1 3 , 

GRDW_J : I 1 I 1 I 2 I 3 I 3 I 4 

を得る。当然、 GGRD_Jは、行列▽g(砂）の非零要素を行番号，列番号の順にソートして格納し

た1次元配列である。先程と同じように、 GROW_Jにおいて左隣とは異なる値を持つ要素には論

理値 T (True), 同じ値持つ要素には F(False)を格納する 1次元配列 SEGM』を構成すると、

SEGM_J : I T I F I T I T I F I T 

を得る。これは、 GGRD_Jに対する Segmentである。

さて、 1から 6までの整数を順に格納した長さ 6の1次元配列

1112131415161 

を用意し、これを GCL凡Jの要素を第 1キー，

元配列を SEND』とすると、

SEND_J : I 1 I 3 I 4 I 2 I 5 I 6 

GROW_Jの要素を第 2キーとしてソートした 1次

を得る。これは一種のボインタで、 1次元配列 SEND』は、 GGRDユの各要素が GGRD』の何番目

に格納されているかを示している。実際、 SEND』の第 3要素は 4であるから、 GGRDユの第 3

要素の 1は、 GGRD_Jにおいては第4要素に格納されていることがわかる。これを式で書くと、

GGRD_I = GGRD_J (SEND_J) または GGRD_J (SEND_J) = GGRD....I 

となる。我々がアルゴリズムの実現に用いた言語 CMFortranでは、実際にこのようなプログラ

ム記述を認めており、 GGRD_Jの添字 SEND_Jを Vector-ValuedSubscript、この操作によるデー

タ転送を SendOperationと呼んでいる。 SendOperationは非常に便利で一般的な機能である

反面、 Routerを経由した 1対 1通信となるため、処理速度の面である程度のマイナスになるこ

とを覚悟しておく必要がある [10]。

ある行列 A とその転置行列 ATを取扱う必要となるアルゴリズムを並列計算機上に実現する

際には、ここで考えたような 2種類の並びを持つ 1次元配列を併用し、さらに SendOperation 

を用いてそれぞれの並び順で保持された情報の整合性をとるという考え方でプログラムを構成す

る場合が多い [13]。しかし我々は、 SendOperationの使い方を工夫することによって GGRDエ，

SEGM_I, SEGM』,SEND_Jのみを用いてアJレゴリズムを実現し、メモリ使用量の削減を図ること

にした。射影Jacobi法のアルゴリズムにおいて▽g(砂）が関与する処理としては、先ず式(10)

の右辺第2項の分子または式 (11)の右辺に表れる

▽ L(砂，uUl)=▽ !(砂）＋▽g(砂）uU) 

の計算がある。▽!(砂），砂）はそれぞれ即， Rmのベクトルであるが、いずれも長さ 6の1次

元配列 FGRD_J, UVALユに、それぞれ GR□見J, GCLMユが示す添字に対応して、

FGRD_J : 虹
QX 

虹
EJx 

虹
El.: 

虹
ox 

虹
&x 

虹
Bx 

UVAL_I: I m 
U1 

m 
U2 

m 
U2 

m 
U3 

m 
U3 

m 
U3 
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という並び順でその値が保持されているものとする。この時、共に GCLM_Iが示す添字順に従っ

て値を保持する UVALI とGGRD_I との間で対応する要素同士の掛け算を並列的に行なった後、

SEND_Jを Vector-ValuedSubscriptとする SendOperationを行なってその結果を GCLM_Jが示

す添字順に並べ変える。そして、 SEGM_Jが示す Segment毎に配列要素の部分的な和を計算すれ

ば、 GROW_Jが示す添字順で▽g(砂）砂）の値を得ることができる。さらに、その結果と FGRD_J

との間で対応する要素同士の足し算を並列的に行なえば、▽L(xk, uUl)の値が求められる。ただ

し、得られた結果は GROW_Jが示す添字順となっているので、式(10)または式 (11), (12)にお

いて g(x叩との内積を求めるために、再び SEND_JをVector-ValuedSubscript とする Send

Operationを行なって、 GCLMユの示す添字順に戻しておく必要がある。

一方、▽g(xデが関係する処理の例として、式(12)の計算を考える。 dU)'g(丑）はそれぞ

れ知， Rmのベクトルであるが、いずれも長さ 6の1次元配列 DVAL_I, GV ALIに、 GCLM_Iが

示す添字に対応して、

忍忍忍忍忍d戸DVALユ

GVALI : I gi(xり］如(xk)I g2(位)I g3(呼)I g3(xりw抄）

という並び順でその値が保持されているものとする。この場合は、共に GCLM_Iが示す添字順に

従って値を保持する GGRDユと DVALIとの間で対応する要素同士の掛け算を並列的に行なった

後、 SEGM_Iが示す Segment毎に配列要素の部分的な和を計算すれば▽g(砂）Taulの値を直ちに

得ることができる。あとは、その結果と GVALユとの間で対応する要素同士の足し算を並列的に

行なうことにより、 z(j)の値が求められる。なお、びを対角行列に選んだことに注意すると、

式 (10)または (14)の右辺分母に表れる▽9i(xk?(Cりーlgi(砂）， i= 1,・・・,mについても、 1次

元配列 GGRDユの各要素の自乗を並列的に求めた上で SEGM_Iが示す Segment毎に配列要素の部

分的な和を計算すれば、各 iに対して同時にその値を求めることができる。また、アルゴリズム

の他の部分において、 p(・)あるいは p(x凡・）等の値が必要となる場合が存在するが、これらにつ

いても匠匠同様な手順によりその値を計算することができる。

このように、非零要素のみを 1次元配列に格納した行列またはその転置行列とベクトルとの

積を求めるためには、それぞれ SEGM_Jまたは SEGMユが示す Segment毎に配列要素の部分的

な和を求める必要がある。この演算は SegmentedScan Operation [13]と呼ばれる処理の一つ

であり、次のような方法で実現できる。先ず、あるベクトル w= (w1,w2,・.. ,w1)Tに対して、

釘＝叫， Sh= Sh-l +叫， h= 2, ・ ・ ・, lによりベクトル s= (s1,s2, .. ・,s1戸を求める。次に、

S = (S1, S2, ・ ・ ・, S/戸に対して、 th= s1, h = l, l -1, ・ ・ ・, 1によりベクトル t= (ti, t2, ・ ・ ・, t1)Y 

を求める。前者は昇順の ScanAdd Operation、後者は降順の ScanCopy Operationと呼ばれる

処理である。容易に確かめられるように、これらの演算によってベクトル tの各要素には S の要

素の値の総和が格納される。 SegmentedScan Operationは、 ScanAdd Operationおよび Scan

Copy Operationを与えられた Segment単位で行なう処理であり、 CMFortranのユーティリ

ティ・ライブラリ [9]には、それぞれ CMF_SCAN_ADDおよび CMF_SCAN_COPYの名前でサプルーチ

ンが提供されている。次章に示す数値実験では、これらのサブルーチンを用いてアルゴリズムの

構築を行なった。

5
 

数値計算結果

この章では、逐次線形化法の各反復で、 2次計画部分問題を射影 Jacobi法を用いて並列的に

解く場合の数値実験結果を示す。使用した計算機は、エイ・ティ・アール人間情報通信研究所の

Connection Machine Model CM-5である。この並列計算機 CM-5には 32個のプロセッシング・
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ノードが搭載されており、各プロセッシング・ノード毎に 4個のベクトル・ユニットが装備され

ている。各ベクトル・ユニットのピーク性能は 32MFLOPSであるが、アルゴリズム SLMのよ

うにスカラー値に対する判定処理や繰返し制御を含む実際のプログラムにおいては、我々の予備

的な実験によると 5MFLOPS,最高でも lOMFLOPS程度が限界であると言われている [11]。

アルゴリズムのプログラミングは、 ConnectionMachine Systemにおいて SIMD型の並列計算

機構を実現するために用意されている CMFortranを用いて行った。 CMFortranは、科学技術

計算向きの言語である FORTRANを基本とし、 ConnectionMachine Systemのノード間ネッ

トワークを利用して非常に大きなサイズの配列要素同士の演算を並列的に実行すると共に、各配

列要素の値を効率的に集約する機能を追加したプログラミング言語である [10]。

文献 [3]と同様に、アルゴリズム SLMのパラメータはそれぞれ

μo = 0.1, μ1 = 0.25, μ2 = 0.75, , = 2 

にセットし、正定値対称行列びは全反復を通して単位行列 Iに固定して実験を行った。また、

ペナルティ・パラメータの値は内=100, i = 1, ・ ・ ・, m とし、ステップ 2-2で必要となるベナ

ルティ・パラメータの更新乗数の値としては II= 2を用いた。なお、初期探索点としては xl= 

(1, 1, ・・・，1戸を選び、部分問題SPの2次項の係数の初期値はふ=100とした。一方、アルゴ

リズム SLMの停止基準は、補題 1の 1に基づいて

△ Pk:::; 10―8 (1 p(砂)I+ 1) (16) 

とし、連続する 2回の反復でこの条件が満たされた場合にアルゴリズムを終了させることにし

た。この条件は、文献 [3]における数値実験と比較して、やや厳しい条件となっている。

一方、部分問題 DSPを解く射影 Jacobi法のアルゴリズムにおいては、ステップ 3-2および

3-3に示す収束判定を 10反復に 1回の割合で行い、許容誤差の初期値 c' その更新乗数 (J"' ペ

ナルティ関数の線形近似関数 p(砂，・）の減少量に対する緩和係数 6としては、それぞれ

€ = 10―4, a=0.1, 8=0.1 

を用いた。なお、初期探索点砂）は、部分問題 DSP(企， C1,ふ）に対しては (o,o, ... , o?、以後

k > lの場合は Uk-Iを用いることにした。実際、アルゴリズム SLMのステップ 2-2において、

ある riの更新が行われた場合でも、 ll> lより uk-1は DSP(砂，C凡ふ）の実行可能解となるこ

とがわかる。

我々は、目的関数が分離可能な 2次関数で、制約関数として分離可能な 2次関数，一般的な

線形関数そして変数の非負制約を併せ持つような構造的に疎なテスト問題

mm1m1ze 
1 
＿げDx+ cT x 
2 
1 T subject to -x G認+a[ x~bh, h E H, 
2 

a『X:s; bi' 

巧ミ 0,

i E J, 

j E J 

(17) 

をランダムに生成して実験を行った。ここに、 H,I, Jはそれぞれ2次制約，線形制約，非負制約

の添字集合であり、 Ill~n とする。また、 D は nxn 正定値対角行列， Gh, h EHは各要素

が非負の nxn対角行列， c, ah, h E H, ai, i E Jはn次元の実ベクトル， bh, h E H, bi, i E J 

は実数である。このようなテスト問題を生成する方法としては、いわゆる Rosen-Suzukiの方法

[8]がよく知られており、文献 [3]における数値実験においても採用されているが、我々は非常に

大規模な問題を効率的に生成することを狙って、テスト問題(17)そのものも直接 CM-5上で並
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列的に生成することにした。なお、 ah,h E H, a;, i E Iの非零要素はいずれも区間 [-5,5]か

ら、 bh,h E H, b;, i E Iはいずれも区間 [1,10]から、 C の各要素は区間 [-100,100]から、 D

の対角要素は区間 [1,10]から、また Gh,h EHの対角要素は区間 [O,10]からそれぞれ一様に選

択している。この時、仇>0, h E H, b; > 0, i E Iょり x=Oはすべての制約条件を満足する

ため、生成されたテスト問題は必ず実行可能となる。

我々は、変数の総数と制約条件の総数との比が 8: 1, 4 : 1, 2 : 1の3ケースを想定し、

変数の総数を 2048から順次 2倍して 16384までの 4通り、合計 12種類の問題を生成した。な

お、 2次制約の数，線形制約の数そして非負制約の数の比は 1: 2 : 1に固定している。また、

ah, h E H, a;, i E Iの非零要素の数は、制約関数のすべての係数でゼロ以外の値をとる成分

の総数が 262144個になるように決定している。各々のサイズについて乱数の種類を変えて 5通

りの問題例を生成し、そのそれぞれに対して、緩和パラメータ w の値を 0.05から順次 2倍し

て 0.8まで変化させながら実験を行った。表 1から表 5に、各 W の値に対する実験の結果を

示す。表の各欄に示す数字は、ランダムに生成された 5通りの問題例に対する結果を平均した値

であり、 「外反復」は停止基準 (16)が2回連続して成立つまでに要したアルゴリズム SLMの反

復回数、 「内反復」は打切り条件(15)が成立つまでに要したアルゴリズム射影Jacobi法の反復

回数を、アルゴリズム SLMの全反復について平均した値をそれぞれ表している。また、 「CPU

Time」はアルゴリズムが停止するまでに要した実行時間、 「Send」は Router経由のデータ転

送である SendOperationが実行時間に占める割合をそれぞれ表している。さらに「精度」欄に

示す値は、アルゴリズムが停止した時点における制約条件の逸脱度合

max{ max { lg討）I}, ma?-
1 <iく布 布十1:Si:Sm

｛亨）｝｝

を、 10の慕乗単位で評価した値である。なお、 「内反復」欄の表示が「> 10000」となってい

るケースは、アルゴリズム SLMの実行中に部分問題DSPを解くための射影Jacobi法が収束せ

ず、解が得られなかった問題例が少なくとも一つ存在したことを示している。

表に示す結果からわかるように、緩和パラメータ w の値を大きくするにつれて、より短い時

間で解を得ることができるようになる反面、 W の値をある値以上にすると、射影Jacobi法が収

束せず解を得ることができなくなってしまう。この場合、射影 Jacobi法における探索点の挙動

は、振動または発散状態となっていることが観澗される。問題の規模が全体として大きくなるに

つれて、射影 Jacobi法が破綻をきたす W の閾値は大きくなっているが、これは制約関数の係数

でゼロ以外の値をとるものの総数を固定したため、問題の規模が大きくなるにつれて行列 Mkが

構造的に疎となり、 2Bk-NJkの非対角要素の数が相対的に減少したためと考えられる。また、

Send Operationの占める比率が問題サイズに関係なく 56%前後の値となった理由も、非零要素

数を固定したことにより、 Router経由で転送すべきデータ量が各反復でほぼ一定であったため

と推察される。

6
 

おわりに

本論文では、逐次線形化法の各反復で解くべき 2次計画部分問題に対して、最も墓礎的な並

列アルゴリズムの一つである射影Jacobi法を適用し、これを SIMD型の並列計算機上で実際に

構築することによってその有効性を検証した。並列計算機 CM-5を用いた数値実験の結果から、

変数の総数が数千から 1万余りの大規模問題に対しても、緩和パラメータ wの値を適切に選択す

ることにより、数十分以内で解が得られることを確認した。逐次線形化法は、部分問題SPの2

次の係数行列が対角行列となるように選ぶことによって原問題の疎な構造が全反復を通して維持

されるため、現実の大規模問題を効率的に処理できることを一つの謳い文句にしている。しかし

ながら、逐次線形化法では原問題の 2次の情報を全く使用していないため、逐次2次計画法 [5]
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のように理論的な速い収束性を期待することはできない。実際、数値実験の結果からも、問題の

規模が大きくなるにつれて「外反復」の回数が非常に多くなっていくことがわかる。また、実験

結果の表には挙げなかったが、最適性の 1次の条件の方程式系を構成する▽L(xk, 砂）の Looノ

ルムの値は、 2048変数の場合で 10-2前後、 16384変数の場合には 0.5前後に止まっている。

これは、▽L(xk, 砂）の値が十分に小さくなっていない段階でも、心やびの対角要素の値が大

きい場合には、式(5)よりステップ沙が非常に小さくなり、探索の進み具合が悪くなるためと

推察される。また、びを単位行列に固定した場合でも、部分問題SPの目的関数の第 1項の大

きさは II▽L(xk, 砂） 112/2入K、第2項はペナルティ・パラメータに制約条件の逸脱度合を掛けた

程度の大きさとなるため、入k,ri共に 100前後という数値実験のパラメータ設定においては、制

約条件の逸脱度合が 10-6程度であっても、▽L(x人砂）の大きさは 10-1前後で釣合ってしまう

ことによるものと考えられる。

一方、 CM-5上でのプログラミングの観点から今回の実験を振返ってみると、 SendOpera-

tionに要する処理時間の割合が全体の半分以上を占めていることからもわかるように、疎な行列

▽ g(砂）およびその転置行列▽g(xk汀とベクトルとの積をいかに効率的に行うかが課題として残

る。射影 Jacobi法のアルゴリズムにおいては、▽g(砂）および▽g(砂）T にあるベクトルを掛け

る処理が交互に発生する。今回の実験では、▽g(砂）の非零要素を、その列をソートキーとした

並び順により 1次元配列に格納し、 SegmentedScan OperationとSendOperationとを組合せ

ることによりアルゴリズムを構築した。しかし、疎な行列およびその転置行列とベクトルとの積

については、 CMSSL(Connection Machine Scientific Software Library) [12)にサブルーチン

が用意されており、これらを用いて必要な機能が実現できるかについて更に検討を加える必要が

あると考えられる。

謝蹄 ConnectionMachine Model CM-5上でのプログラミングにあたり、有益な助言を戴いた

アトバンストシステムズ株式会社の木目沢司氏に感謝致します。

参考文献

[1] I. Adler, N. Karmarkar, M.G.C. Resende and G. Veiga, "Data Structures and Program-

ming Techniques for the Implementation of Karmarkar's Algorithm," ORSA Journal on 

Computing1 Vol. 1 (1989) pp. 84-106. 

[2]福島雅夫， 数理計画問題に対する並列アルゴリズム， 第 5回RAMPシンボジウム論文集

(1993), pp. 15-28. 

[3] M. Fukushima, K. Takazawa, S. Ohsaki and T. Ibaraki, "Successive Linearization Meth-

ods for Large-Scale Nonlinear Programming Problems," Japan Journal of Industrial and 

Applied Mathematics1 Vol. 9 (1992), pp. 117-132. 

[4] S.-P. Han and 0.1. Mangasarian, "Exact Penalty Functions in Nonlinear Programming," 

Nlathematical Programming1 Vol. 17 (1979) pp. 251-269. 

[5]茨木俊秀，福島雅夫， FORTRAN11最適化プログラミング，岩波書店， 1991.

[6] 0.1. Mangasarian, "Sufficiency of Exact Penalty Minimization," SIAM Journal on Control 

and Optimization1 Vol. 23 (1985), pp. 30-37. 

[7] J.M. Ortega and W.C. Rheinboldt, Iterative Solution of Nonlinear Equations in Several 

Variables1 Academic Press, New York, 1970. 

14 



[8] J.B. Rosen and S. Suauki, "Construction of Nonlinear Programming Test Problems," Com-

munications of the ACM} Vol. 8 (1965) p. 113. 

[9] Thinking Machines Corporation, CM Fortran Libraries Reference Manual} Cambridge, 

Massachusetts, 1994. 

[10] Thinking Machines Corporation, CM Fortran Programming Guide} Cambridge, Massachu-

setts, 1994. 

[11] Thinking Machines Corporation, CM-5 CNI Fortran Performance Guide} Cambridge, 

Massachusetts, 1994. 

[12] Thinking Machines Corporation, CMSSL for CM Fortran: CM-5 Edition} Volume I} Cam-

bridge, Massachusetts, 1993. 

[13) S.A. Zenios and Y. Censor, "Massively Parallel Row-Action Algorithms for Some Nonlin-

ear Transportation Problems," SIAM Journal on Optimization} Vol. 1 (1991), pp. 373-400. 

15 



表 1:w = 0.05の場合の数値実験結果

問題サイズ 反復回数 CPU Time Send 精

変数 2次制約線形制約非負制約 外反復 内反復 (sec) （％） 度

64 128 64 41.0 310.6 2154.58 56.0 10-7 

2048 128 256 128 44.4 367.2 2748.28 55.9 10-5 

256 512 256 48.8 519.3 4270.11 55.9 10-7 

128 256 128 45.8 289.7 2244.85 56.0 10-6 

4096 256 512 256 47.0 380.6 5445.88 55.8 10-4 

512 1024 512 47.2 493.0 3912.91 55.8 10―4 

256 512 256 83.6 299.3 4223.55 55.9 10-4 

8192 512 1024 512 82.8 367.5 5129.09 55.8 10-4 

1024 2048 1024 72.2 512.1 6221.48 55.8 10-4 

512 1024 512 612 277.2 28606.92 55.8 10-s 

16384 1024 2048 1024 393 375.0 24839.65 55.8 10-6 

2048 4096 2048 400 499.0 33595.40 55.8 10-6 

表 2:w = 0.1の場合の数値実験結果

問題サイズ 反復回数 CPU Time Send 精

変数 2次制約線形制約非負制約 外反復 内反復 (sec) （％） 度

64 128 64 > 10000 
2048 128 256 128 > 10000 

256 512 256 > 10000 
128 256 128 41.6 158.8 1123.90 55.9 10-4 

4096 256 512 256 44.8 198.2 1502.37 55.8 10-4 

512 1024 512 44.8 251.4 1901.41 55.8 10-4 

256 512 256 83.6 161.0 2286.04 55.9 10-4 

8192 512 1024 512 82.0 206.9 2866.64 55.8 10-4 

1024 2048 1024 71.2 272.8 3277.24 55.8 10-4 

512 1024 512 616 152.8 15973.37 55.7 10-6 

16384 1024 2048 1024 401 201.8 13752.76 55.7 10-6 

2048 4096 2048 401 366.2 24779.49 55.8 10-6 
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表 3:w = 0.2の場合の数値実験結果

問題サイズ 反復回数 CPU Time 

2次制約線形制約非 負制 約 外反復 内反復 (sec) 

64 128 64 > 10000 
128 256 128 > 10000 
256 512 256 > 10000 
128 256 128 > 10000 
256 512 256 > 10000 
512 1024 512 > 10000 
256 512 256 83.8 84.4 1213.43 

512 1024 512 86.8 106.0 1573.25 

1024 2048 1024 68.2 138.0 1598.65 

512 1024 512 619 80.4 8544.53 

1024 2048 1024 400 106.2 7258.38 

2048 4096 2048 398 141.1 9546.01 

表 4:w = 0.4の場合の数値実験結果

問題サイズ 反復回数 CPU Time 

2次制約 線形制約非負制約 外反復 内反復 (sec) 

64 128 64 > 10000 
128 256 128 > 10000 
256 512 256 > 10000 
128 256 128 > 10000 
256 512 256 > 10000 
512 1024 512 > 10000 
256 512 256 > 10000 
512 1024 512 > 10000 
1024 2048 1024 > 10000 
512 1024 512 565 41.0 4067.14 

1024 2048 1024 397 55.0 3794.17 

2048 4096 2048 419 78.0 5620.36 
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表 5:w = 0.8の場合の数値実験結果

問題サイズ 反復回数 CPU Time Send 精

変数 2次制約線形制約非負制約 外反復 内反復 (sec) （％） 度

64 128 64 > 10000 
2048 128 256 128 > 10000 

256 512 256 > 10000 
128 256 128 > 10000 

4096 256 512 256 > 10000 
512 1024 512 > 10000 
256 512 256 > 10000 

8192 512 1024 512 > 10000 
1024 2048 1024 > 10000 
512 1024 512 > 10000 

16384 1024 2048 1024 > 10000 
2048 4096 2048 > 10000 
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