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Multi-Valued Regularization Network 

- A  Theory of Multi-Layer Networks for Learning Many-

to-h Mappings— 

Abstract The regularization network (RN) is extended to approximate 

multi-valued functions so that many-to-h mapping, where h denotes multi-

plicity of the mapping, can be represented and learned from a finite number 

of input-output examples without hard clustering operations on the train-

ing data set. Multi-valued function approximations are useful for learning 

ambiguous input-output relations from examples. This extension, which we 

call the Multi-Valued Regularization Network (MVRN), is derived from the 

Multi-Valued Standard Regularization Theory (MVSRT), which is an exten-

sion of standard regularization theory to multi-valued functions. MVSRT is 

based on a direct algebraic representation of multi-valued functions by using 

tensor product (Kronecker's product). By simple transformation of the un-

known functions, we can obtain linear Euler-Lagrange equations. Therefore, 

the learning algorithm for MVRN is reduced to solving a linear system. It's 

rather surprising that the dimension of the linear system is invariant to the 

multiplicity h. The proposed theory can be specialized and extended into 

Radial Basis Function (REF) Methods, Generalized REF (GRBF), spline 

approximation, and HyperBF networks of multi-valued functions. We also 

describe how the vector-valued function approximations can be extended into 

the multi-and vector-valued function approximations. 



Keywords: Regularization network, Function approximation, Regulariza-

tion theory, Multi-valued mapping, Computational learning theory, Multi-

layer network, Neural computation, Inverse problem. 
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あらまし

正則化ネットワーク (RegularizationNetwork, RN)は

、 「学習＝関数近似」という立場から、 Poggio& Girosi 

によって提案された学習ネットワークである。 RNは、標

準正則化理論に基づいて導出される。本論文では、非線形

システムの逆モデル学習を可能にするため、 RNを拡張し

、多価写像を例から直接学習する多価正則化ネットワーク

(Multi-Valued Regularization Network (MVRN))を提案

する。 MVRNは、多価標準正則化理論 (Multi-ValuedStan-

<lard Regularization Theory (MVSRT))に基づいて導出

される。 MVSRTは、テンソル積 (Kronecker積）を用い

た多価関数の直接表現法に基づく。 MVRNでは、教師デ

ータからのネットワーク結合重みパラメータの学習が、従

来の正則化ネットワークと同様、連立 1次方程式に帰惰さ

れる。本理論では、教師データを 1価の要素関数に分離す

るためのクラスタリングは必要ない。従来の RNと同様

、MVRNを特殊化したり、教師データ数よりも少ない基

底関数を用いて、円形甚底関数法 (RadialBasis Function 

(RBF))、一般化円形基底関数法 (GeneralizedRBF)、ス

プライン近似、 HyperBFネットワークなどが多価関数に

拡張される。本理論で用いた多価関数の直接表現法は、 RN

に限らず、一般のネットワークに多価写像を学習させるた
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めの基礎方程式として広く利用可能である。

キーワード：

正則化ネットワーク、関数近似、写像学習、正則化理論

、多価写像、計算論的学習理論、多層ネットワーク、ニュ

ーロコンピューティング、逆問題
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1 はじめに

正則化ネットワーク (RegularizationNetwork, RN)は

、標準正則化理論 (StandardRegularization Theory)にも

とづいて導出され、 「入出力写像の関数近似＝例からの学

習」を行う 3層構造のフィードフォワードネットワークで

ある (16)(17)。この正則化ネットワークを特殊化すること

により、円形基底関数ネットワーク (RadialBasis Fune-

tion Network, RBF Network) (l), スプライン近似 (22)

などの古典的な関数近似法の多くが導かれる。隠れ層ユニ

ットの数を教師データ数よりも少なくした一般化正則化ネ

ットワーク (GeneralizedRegularization Network, GRN) 

を特殊化すると、一般化円形基底関数ネットワーク (Gen-

eralized RBF Network)などが導かれる。最近では、 sig-

moid関数を基本ユニットとしたニューラルネットワーク

(NN)との関係が明らかにされつつあり、その学習アルゴ

リズムおよび理論的解析方法としても注目されている (6)

(13) (25)。

NNや関数近似の重要な応用に、非線形システムの逆モ

デルの学習がある。人問の感覚情報処理も、広い意味でこ

の逆モデルを実現していると考えることができる (15)。ビ

ジョン、物体認識、パターン認識、運動制御における問題

の多くが不良設定の逆問題である。例えば、 2次元の網膜
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上への投影像から外界の 3次元情報を推定するビジョンは

、典型的な逆問題である。これを実現する逆モデルを例か

らの学習によってネットワーク上に実現できれば、解析解

を求めることが非常に困難であったり、生物の脳における

情報処理のように記憶や経験に基づいて適応的にパラメー

タを調節したり、学習によって成長・進化する能力を与え

たい場合に都合がよい (cf.文献 (15)(19) (18) (26))。

ところが、画像生成過程は非線形写像である。したがっ

て、その逆問題は、正則化が必要な不良設定問題であると

同時に、たとえ、正則化を施しても、一般には解が複数（

有限個）存在しうるため、多価写像を求める問題である。

実際、コンピュータビジョンでは、陰影画像からの表面復

元 (7)や、運動からの 3次元構造復元 (10)をはじめとした

問題で多義解の存在が知られている。人間も多義的な視知

覚をする能力があることは、有名な Neckerの立方体をは

じめとしてよく知られた事実である。近年、複数運動や、

複数物体の表面が重なり合った透明視 (PerceptualTrans-

parency) (20)において、複数の属性値を推定する逆問題の

解析解が筆者によって導かれた (27)(28)。そこでは、従来

不可欠と見られていた緩和計算を含むデータに対するセグ

メンテーションやクラスタリング処理が必要ない。もし、

これらの課題を、例からの学習によってネットワーク上に
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逆モデルとして実現しようとすれば、多価写像を学習でき

るネットワークの理論が不可欠である。

本論文では、順モデルを表す写像が、連続かつある滑ら

かさを持つと仮定し、その逆写像を学習する問題を想定す

る。順システムを表す写像を g:冗m 曰冗n とする。有

界領域 VC 冗m, 1) C 冗n を、それぞれ写像 gの定義

城と値域とする。写像 gは連続で、び級微分可能写像と

仮定する。逆写像 g-1 : 1) 曰 V は、入力に対して出力

が一意に定まるとは限らない。出力値に無限非加算個の可

能性がある場合も考えられる。この場合にも、適当な付加

条件を課すことによって、加算個の解を持つ場合に掃蒲さ

せることができる。無限加算個の解を持つ場合も、数学的

には考えうる（例えば、 g:x曰 xsin(l/x)の逆写像は

、 X = 0の近くで無限個の零点を持つ）。本論文では、

この場合は扱わず、実用上重要な有限加算個の解を持つ場

合を想定する。最も簡単な n= m = 1の場合の説明を

図 1に示す。この場合、順モデルの写像 y I-+ X は一価

であるが、逆モデル X 曰 yは、 0価（値なし）、 1価、

2価、 3価写像をつなぎ合わせた写像である。この逆モデ

ルを誤差を含む例から学習するプロセスを想定する（図2)

。本論文では、この問題設定において、逆モデルの学習を

実現するための基本機能である h価写像 (h= 1,2, ・・・，）
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の学習を行う多層ネットワークの基本理論を構築する。

以下、任意の入力値 xEVに対して出力値yEVが 定

義域全体で h価である場合に議論を限定する。多価度の変

化への対応に関しては、まとめにおいて、複数の実現可能

なアイデアを述べる。 1価写像の逆写像には超曲面同士の

交差は存在しない。したがって本論文では、交差における

計算上の困難は扱わない。

RNは、 NNと同様、隠れ層ユニット（＝基底関数）を増

やせば、有界閉領域において任意の連続関数をいくらでも

精度よく近似できる(5)。しかし、 RNを含め、いままで提

案されてきた関数近似を行う NNとその学習アルゴリズム

は、不連続をもつ関数や多価関数を学習することを想定し

ていない。不連続を持つ関数は、不連続の近傍において複

数の超曲面が重なり合った多価関数として表現できる。

多価写像を学習する問題に応用可能な従来方法を次に示

す。

(1) NNを用いた方法： expert networkと競合学習を用

いて、教師データのクラスタリングと写像学習を modular

networkに実現するアプローチ (8)(9)。

(2)統計的パターン認識を用いた方法：入力空間と出力

空間を結合した空間で、 Parzenwindow, k-means cluster-

ingなどの混合密度推定のための古典的統計手法を用いて
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教師データの分布密度関数の推定を行い、入力変数に関す

る周辺確率分布（多峰関数になる）を評価する方法 (3)(4)。

(1)の方法では、最急勾配法や EM(Expectation and 

Maximization)法位）など、一般の非線形関数に対する最

適化が用いられる。局所最適解をさけるためには、よい初

期値をあらかじめ必要としたり、模擬焼きなまし法 (12)な

どの確率緩和手法を用いなければならない。これらは計算

量が著しく多く、パラメータの調節が難しい。 (2)の方法

では、上記問題点に加えて、入出力写像そのものを表現す

るネットワークとして実現できないという欠点がある。し

たがって、リアルタイム応答が必要な用途や、生体におけ

る学習のモデルとしては不適当である。複数の異なる出力

値の可能性を同一入力に対応させるネットワークの、適切

な学習アルゴリズムを伴う一般的な構成理論は知られてい

ない。

本論文では、筆者が、ビジョンにおける透明視の表面復

元に関して提案した多価標準正則化理論 (Multi-Valued

Standard Regularization Theory, MVSRT) <30)にもと

づいて、多価写像を近似する多価正則化ネットワーク（

Multi-Valued Regularization Network, MVRN) 

を導出する。 MVSRTでは、 n次元入力空間から、 m次

元出力空間への h価写像を直接代数的に表現する一個の基
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本方程式を用いる。関数系の変換によって、この基本方程

式を未知関数に関して線形形式に変換する。すると、 2次

汎関数のエネルギー最小化問題である標準正則化問題とし

て定式化できる。したがって、ネットワークの重み係数の

学習が、従来の 1価RNと同様に連立 1次方程式の解法に

帰着される。

以下、第2章で、 MVSRTの一般論を述べる。次に、そ

れを用いてスカラー値写像の MVRNと学習アルゴリズム

を導出する。さらに、基底関数の数を学習サンプル数より

も少なくした一般化多価正則化ネットワーク (MVGRN

）について述べる。第 3章では、出力空間の次元数が、

m = 2で多価度が h=2の場合についてベクトル値写像

のMVRNを導出する。第4章では、スカラー値の MVRN

について、基底関数が Gaussianの場合 (GaussianREF) 

と、 3次スプラインの場合のシミュレーション結果を示す

。第 5章で本論文をまとめる。

2 スカラー値の多価正則化ネットワーク

RNは、標準正則化理論 (14)(21)に基づいている。 RN

では、 n次元実数空間即から m 次元実数空間 Rmへの

滑らかな写像の学習を、教師データを近似する超曲面の生

成問題と考える「学習＝関数近似」の立場をとる(16)。

筆者は、文献 (30)において、テンソル代数を用いた多価
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関数の直接表現法を用いて、多価関数の正則化問題を、未

知関数に関して 2次の汎関数のエネルギー最小化に帰惰す

る標準正則化問題として定式化した。この多価標準正則化

理論 (MVSRT)から、ビジョンにおける透明視問題の墓本

アルゴリズムである、ノイズを含んだ疎なデータからの多

重表面復元の超並列アルゴリズムを導いた。

本論文で提案する MVRNもこの定式化から導かれる。

原理は多重表面復元と同ーである。しかし、導かれる結果

は全く異なる。表面復元の場合には、正則化された関数の

各点における値そのものを計算するアルゴリズムであった

。RNの場合には、入出力写像を表すネットワークとその

重み係数を求める。

本章では、 m = 1の場合の MVRN、つまり、スカラ

一値の h価関数を学習する正則化ネットワークの理論を展

開する。本章の結果は、次章で述ぺるベクトル値の MVRN

においてもその基本構成要素として用いられる。

2.1 スカラー値多価関数の一般表現

如 XN上の h枚の超曲面y= Ii(工） (i= 1,2,··•,h;x E 

炉，yE冗）を同時に表現する基本方程式は次式である。

h 

A(h)(x,y) 埜rII (y -J心））

＿ 買心）+y亭 (x)+・・・十 yhー1州 (x)+ yh 
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゜
(1) 

h個の関数凡（エ） (k = 1, 2, ・・・， h)は、問題本来の h個の

関数 (-fi(x))(j = 1,2, ... ,h)の基本対称式によって定

義される次の関数系である。

F?¥x) 

F凰(z)

Ft¥z) 

def 

def 

(-ltf1(x)f企）・・・fh(x)

... ， 
h h 

I: I: fi1(x)1, ゎ(x)
i1=l i2=i1+l 

h 

ー I:Ji(x)
i=l 

些 (2) 

この関数系の変換によって、未知関数に関して線形の方程

式 (1)が得られる。変換 (2)の逆変換は、 yに関する h次

の代数方程式

A(h>(x, y) = 0 

の h個の解を尤の関数と見なしたものである。

(3) 

2.2 h価スカラー値関数の標準正則化理論

基本方程式 (1)を用いて、 h価関数の MVSRTを次の

エネルギー汎関数の最小化問題として定式化する。

N h 

E(h)[Ft), Ft),・・・, Ft)] =区{A (h)(X(i), Y(i)) r十I:>.k jjst)Fり『・
i=l k=l 

(4) 

教師データを{(x (i), y (i)) Ji = 1, 2, ・ ・ ・, N}とした。 Skお

よび入Kは、関数 Ft)の正則化作用素、および正則化パラ



2 スカラー値の多価正則化ネットワーク (No.13) 

N 

メータを表す。正則化作用素には、微分作用素、または、

擬微分作用素を用いる。 II IIは、関数空間の 2乗ノルム

で、関数g(叫に対して、

1191ド=j lg(x)l2dx 
n,n 

(5) 

と定義する。簡単のため、以下では、 Sk= S, 入k=入

(k=l,2, ・・・， h)の場合を考察する。

2.3 スカラー値多価正則化ネットワークの表現

理論

以下、如上の h価スカラー値関数を近似する MVRN

をMVSRTから導出する。

エネルギー汎関数 (4)の最小化問題における、平衡条

件 (Euler-Lagrange方程式）は、各未知関数 Ft)(k = 

1, 2, ・・・， h)に関する変分を零とおいて求められる。

8E(h)[F1(h)'Ft)'...'Fi罰
8F?) 

=0 (6) 

実際に計算すると、次の h個の方程式が得られる (k= 

1, 2, ・ ・ ・, h)。

I: (Y(i)) 
k-1 

砂（屯Y(i))8(x-X(i)) +入SSF?¥x)= o (7) 
i=l 

o()は、 Diracのデルタ関数で、ベクトルエ =(xぃX2,••. ,xn) 

に対して、

8(x)=8(x濯（叫・・・8(xn) (8) 
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で定義される。作用素 Sは、 Sの随伴 (adjoint)作用素で

ある。実定数係数の線形偏微分作用素

豹＋・・・十in
T=~ 叫x)

釦t1•••ax~i 

の随伴作用素↑ は、

(9) 

ai1+ .. +in 
仰 (x)= I:(-l)i1+ .. •+in 缶(x)u(x)) (10) 

axf1•••ax炉i 

で定義される (i= (り，む，・・•ふ））。 ai(x) は係数で、 ai(x)

は、その複素共役である。方程式 (7)は、

SSF?¥x)=一±t(Y(i)tー1A(h)(x, Y(i))年ー％））
i=l 

(11) 

と変形できる。この（偏）微分方程式は、作用素 SSのGreen

関数を用いて解ける。 Green関数 K(x,ぷ）は、次の関数

方程式で定義される。

SSK(ぉ，ゎ')= 8(xー x') (12) 

この場合、 SSが自己随伴作用素なので、 Green関数は、

対称である (K(工，x')= K(x', x))。この Green関数を

用いて偏微分方程式 (11)を解くと次式が得られる。

が（叫＝一一
l N k-1 

入I:(Y(i)) A (h)(X(i), Y(i))I<(x, X(i)) 
i=l 

これは、各関数 F?¥x)(k = 1,2, ... ,h)が、

の線形結合で表されることを示している。

ヂ＝一以(h)
入

(x(i),Y(i)) 

(13) 

K(x, Z(i)) 

(14) 



2 スカラー値の多価正則化ネットワーク (No.15) 

とおくと、式 (13)は、次の形に表現される。

N 

F}沿）=Lや (Y(i)f-1K(x心 (i))
i=l 

(15) 

各 Kに関して、係数吋h)が共通である。つまり、 N個の

重み係数吋h) によって、 h個の未知関数すべてが決定さ

れる。こうして、入カェから、中間表現 F?¥x) (k = 

1, 2, ・・・，h)への写像が得られる。

基底関数は、正則化作用素 Sによって決まる。例えば

、基底関数が Gaussian円形基底関数 (RadialBasis Fune-

tion, Gaussian RBF)になるのは、 Sが次式で定義される

擬微分作用素の場合である(16)。

2 
oo (j2p' 伊J(x)

11s11ド＝芦凸,.~··JR" (。x;,.. • 8x;J西 (16) 

このとき、 Green関数は、次の等方的 Gauss関数である (A

は定数）。

K(xぷ） = G(llx -x'JI) = A exp (-11x ;a:'『） (17) 

K(x, x') = { 

スプライン近似は、次の正則化作用素を用いた場合である

゜

IISJIド= I: 叫）
2 

謬汀；；唸jR"(尻・..iJxJ心 (18) 

このとき、グリーン関数（基底関数）は、次式である(16)。

llx -x'll2p-n ln IIエー x'II,
!Ixー x'll2p-n,

2p > nかつ nが偶数

その他
(19) 
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導かれた h価 MVRNを、図 4に図示した。このネットワ

ークは、 2つのモジュールで構成される。入力から見て初

めのモジュールは、入力のから中間表現Ft>(x) (k = 

1, 2, ・ ・ ・, h)への写像を行う。それに続くモジュールは中間

表現 Ft>(x) (k = 1, 2, ・・・， h)から出力 fや） (i = 

1, 2, ・ ・ ・, h)への逆変換を行う。後者は、基本対称式の形に

撚り合わされた情報を分解して取り出すので「分解ネット

ワーク」と名付ける。分解ネットワークの構成法は、第2.6

節で述ぺる。

2.4 スカラー値多価正則化ネットワークの学習

アルゴリズム

重みパラメータ r?)を決める学習アルゴリズムは、式

(15)において、ェを％）に、添字 2・を jにそれぞれ置き

換えた

N 

Ft¥x(i)) =~rい (Y(j)f-lK(x(i), X(i)) 
j=l 

(20) 

を式 (14)に代入して得られる N元連立 1次方程式である

゜
K(h)r(h) + z(h) = 0 (21) 

各行列とベクトルは次式で定義される。

(K<'t = {哀(Y(i)Y(;J)k-t} I<("'(i), "'U)) +馬，
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r(h) = (平， r~h)' ・・・， rt))T,

z(h) = ({ Y(1) r, { Y(2) r , ・・ ・,{Y(N)r)T (22) 

連立 1次方程式 (21)は、次元数が多価度 hに依存しない

。これは、学習のための計算量が、写像の多価度に依存し

ないことを示している。

2.5 一般化多価正則化ネットワーク

連立 1次方程式は、その次元数が大きいほど数値計算が

悪条件になりやすい。そこで、中間層＝基底関数の数を N

より少ない M個とし、基底関数の中心を t(j)(j = 1,2,・・・,M < 

N)とおいた一般化正則化ネットワーク (GeneralizedReg-

ularization Network, GRN)が考えられる(16)。 GRNと同

様に、 MVRNにおいて中間層＝基底関数の数を N より

少なくした多価一般化正則化ネットワーク (Multi-Valued

Generalized Regularization Network, MVGRN)が考えら

れる。 MVGRNは、 MVRNと同じ基本構造を持つ。ネッ

トワークの重みの決め方は異なる。

墓底関数の中心をも (j= 1, 2, ・ ・ ・, M < N)とおき、

凡(x)に対応する中問表現を

M 

凡(x)= I: 加 K(x,tぃ） (23) 
j=l 

とおく。 MVGRNの場合は、関数間で重みパラメータの

共有はできない。 (hM)個の未知パラメータを決定する必
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要がある。パラメータの学習アルゴリズムを求めるために

、この式をエネルギー汎関数 (4)に代入する（ただし、 Sk= 

s, ふ＝入とした。）。次に、加 (k= 1, 2, ・ ・ ・, h; j = 

1, 2, ・・・， M)に関して偏微分し、零とおく。すると、次の

(hM)元連立 1次方程式が導かれる。

k図 (h)+砂=0, (24) 
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(25) 

F?¥x) (k=l,2,•••,h) から、 fや） (i = 1,2,・ ·•,h) 

への逆変換には、複数の実現方法が考えられる。式 (3)に

よれば、関数系の逆変換を行うネットワークには、 h次代

数方程式を解く機能が与えられればよい。

ネットワークで実現することを想定して、次の 4通りの

方法を述べる。
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2.6.1 代数方程式の解析解の利用

4次以下の代数方程式には解析解が存在する。多価度 h

が 4以下の場合は、解の公式をハードウエアイメージで実

現すれば、原理的には、フィードフォワードネットワーク

が構成できる。ただし、 3次、 4次の代数方程式は解の公

式が複雑すぎて現実的でない。 2次代数方程式の解の公式

は簡単なので、 h=2の場合は、この方法が最も適してい

る。具体的には、次式が逆変換である。

応） ＝ ；（ー摩(x)+仄）'-~三）
応） ＝ ；（一亭(x)-爪-4~9 (26) 

学習の結果によっては、解が虚数になる可能性もある。こ

の事実を用いると、写像の多価度の変化を実数解の個数で

表現できる。その判定は、判別式

L\~(亭(x))2 -4FP¥x) 2: 0 (27) 

の検査によって実現できる。

2.6.2 一つの超曲面をなぞるためのリカレントネットワ

ーク

すぺての解が同時に必要でなく、一つの超曲面をなぞる

様に 1個の出力を得られればよい場合には、代数方程式(3)

に対する反復法や Newton-Raphson法など種々の方法をネ
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ットワーク表現したものが利用できる。これは、一般にリ

カレント結合のネットワークになる。たとえは、 Newton-

Raphson法では、

df(x) 砂 (x,J(x)) 
＝一

dt A炉(x,f(x))
(28) 

というダイナミカルシステムを実現するか、あるいは、

f[k+l](x) = f[kl(x) -砂 (x,j[kl(x)) 

心(x,J[kl(x))
(29) 

で定義される繰り返し計算アルゴリズムを用いる。右肩の

[k]は繰り返し回数を表す。 Alh)は、次式で定義される。

心(x,y) 垣 8A冒h;~x, y) =炉(x)+2yf炉（エ）＋・.・+(h-l)yh-2 F. 炉(x)+hy(h—1)
(30) 

このネットワークを用いると、入力が連続変化する場合、

h枚のなめらかな超曲面のうちの 1枚をなぞる様に出力を

生成できる。どの超曲面をなぞるかは、ネットワークの初

期値に依存する。この方法では、重根や虚根を持つ場合に

ネットワークが不安定になる可能性がある。しかし、ネッ

トワークの計算を複素数に拡張すれば虚根の場合も破綻せ

ずに計算できる。虚根を実際に使うか否かは別問題と考え

る。
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2.6.3 すぺての解を出力するリカレントネットワーク

入力に対して h個すべての出力を得ることが必要な場合

は、次のダイナミクスをもつ連続時間の Durand-Kerner

法 (11) を実現するリカレントネットワークが適している

゜

誓＝—A(h)に応））［直;j仏(x)-fや）｝］ー1, (31) 

これは、もともとは次式で定義される繰り返しアルゴリズ

ムである。

Jj'+'i(ェ） =f門（叫— A('l(x,f門 (x))[直)t門(x)-fい(x)}lー1, (32) 

Durand-Kerner法は、 f心） (i = 1,2,··•,h) に関する

連立代数方程式 (2)に Newton-Raphson法を適用したも

のであることが証明されている (11)。入力が連続変化する

場合、一度ある入力に対して解が求まれば、その後、 h枚

すぺての超曲面を同時になぞる様に h個の出力を生成でき

る。この方法も重根や虚根を持つ場合には適用できない。

しかし、ネットワークを複素数に拡張することによって、

虚根の場合も破綻せずに計算できる l。

1 Durand-Kerner法は、もともと、代数方程式の全複素数根を求める手法として提案された

゜
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2.6.4 フィードフォワードネットワークの利用

別の RNを用いて逆変換の写像を近似的に実現すること

も考えられる。この場合、 MVRNは全体が 6層からなる

フィードフォワード型ネットワークである。この方法は、

入力が必ずしも連続変化しない場合に特に適している。分

解ネットワークの重み係数の学習は、原問題とは独立に行

うことができる。また、重根や虚根の判定条件なども学習

させておくことが可能である。ただし、分解ネットワーク

の構造は、必要とされる近似精度から決定される。

3 ベクトル値の多価正則化ネットワーク

3.1 ベクトル値多価関数の一般表現

m次元ベクトル値関数f(x)による入出力写像y= f(x) 

((x, y) E即 xR門を考える。ベクトル値関数を多価関数

へ拡張する場合は、ベクトルの各成分ごとに多価に拡張す

るだけでは十分でない。ベクトルの成分間で、複数候補の

対応関係を表せなければならない。このことを数学的に表

現するために、テンソル代数を用いた多価関数の表現法を

用いる。一般の h価 m次元ベクトル値関数の場合には、

次式である(30)。

(y -f 1(x))R(y -f2(ェ）） R・・・R(y-fh(x))=O, (33) 



3 ベクトル値の多価正則化ネットワーク (No.23) 

R は、テンソル積 (Kronecker積）を表す。この多価写像

の基本方程式は、各教師データが、関数 Y= fk(叫 (k= 

1, 2, ・・・，h)のいずれか少なくとも一つを満たすという関係

を数学的に厳密に表現している。一般論は複雑になるので

、以下では、 m = 2、 h=2の場合について具体的に述

べる。

3.2 2次元ベクトル値 2価関数の標準正則化理

論

m = 2, h = 2の場合のベクトル値関数の基本方程式は

次式である(30)。

(y-f心）） R(y-f炉）） = o, (34) 

対称化により、 f1(x)と f2(x)の役割を同等にした形式

では、

; {(y-f向） R(Y-f2(x))+(y-f炉）） R(y-fヤ））} = o, (35) 

となる。各関数 f孔x),f2(x)の成分関数を次式で定義す

る。

Y = f1(x) = U心），gヤ））r, 

y = f炉） = (h(x),g心））T_ 

すると、式 (35)は、次の 3個の方程式と等価である。

yf-(f1(x) + h(x))Y1 + fi(x)h(x) = 0, 

(36) 
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蒻ー (91(X) + 92 (X))ぬ十91(x)釦(x)= 0, 

2Y1Y2 -(91(:v) + 92(:v)) Y1 -U1(x) + fz(x)) Y2 

+ U1(x)92(x) +釦(x)fz(x))= 0. (37) 

式 (37)を未知関数に関して線形の形式に変換すると、

次の方程式が得られる。

Yi+ F: 心）Y1 + F: 心） = 0, 

砂+G2(x)y2 + G心） = 0, 

2y中+G2(x)y1十凡（の）Y2 + H(x) = 0. (38) 

この場合には、本来の関数の自由度 4に比較して、 1多い

5個の未知関数が必要である。これら 5個の未知関数は次

式で定義される。

凡（エ） = !1 (X) h (X), 

凡(x) =ー(f1 (X) + h (X)) , 

G心） = 91(x)g心），

G心）＝一(gや）＋釦（エ）），

H(の） = f1(x)g2(x) + g1(x)f2(x). (39) 

未知関数の数が本来の関数の自由度よりも多いので、複数

の定式化が考えられる。以下では、 凡(x)と凡(x)に関

する正則化問題、 G1(x)とら(x)に関する正則化問題、

H(x)に関する正則化問題の合計 3個の標準正則化問題に
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帰瘤する方法について述べる。簡単のため、正則化作用素

と正則化パラメータは、すべての関数に共通とする。

まず、次の 2個の標準正則化問題より、 H(x)以外の関

数が求められる。

E炉[F忍］ ＝心｛（め(i))2十凡(x(i))Y1(i)+凡（叫））『

+入IISFill2+入IISF2II尺 (40)

N 

亨 [G占］＝互 ｛（ぬ(i)r+ら（％））恥＋佑（叩）『

+入IJSGポ＋入IJSG2Jl2, (41) 

これらは、スカラー値の 2価 MVSRTを入力空間の各座

標成分に関して独立に定式化したものにほかならない。

これらの正則化問題に基づいて得られる関数凡(x),凡（ェ），

G1(x), G2(x)をそれぞれ凡(x),凡(x),G1(x), ら(x)と

する。基本関係式 (38)の第3式を用いて、関数H(エ）に

関する標準正則化問題を次式で定式化する。

N 

E炉[H] =~{2リ1(i)リ2(i)+ら（％））釦(i)+凡(X(i))Y2(i)
i=l 

+H(x(i))}2 +入IISHIド (42)

これは 、如=2Y1(i)Y2(i)十伍(x(i))Y1(i)+凡(x(i))Y2(i),

知）＝—H(x) と置き換えれば、スカラー値 1 価関数](ェ）

による関数近似のための標準正則化問題である。
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3.3 2次元ベクトル値 2価正則化ネットワーク

の表現

式 (40),(41)は、 2価の MVSRTであり、式 (42)は、

1価の標準正則化問題であるから、その解は、式 (12)に

よって定義される作用素 SSのグリーン関数 K(x,x')を

用いた次式の形に書くことができる。

N 

F心） = I: 叫く（工，％）），
i=l 
N 

凡(x) = I: 叩 ll(i)K(x,X(i)), 
i=l 
N 

Gヤ） = I: 叫く(X,X(i)), 
i=l 
N 

伍（エ） = I: 嘔 2(i)K(x,X(i)), 
i=l 
N 

H(エ） = I: 叫く(x,X(i)) (43) 
i=l 

叫， v;,w; は、重みパラメータである。これらの式は、 5個

の関数 Fi,G1, F2, G2, H が、これらにすべて共通の N 個

の墓底関数の線形結合で表されることを示している。した

がって、ここまでの計算は、 5次元ベクトル値を出力とす

るRNで表される。

次に、代数方程式の解析解に基づいた分解ネットワーク

を求める。まず、関数 Fi,F2および Gぃ伍から出カベク

トル yの成分リ1、Y2それぞれの候補を求める（複号同順
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）。

応）＝且―凡(x)士氾伍）}2 -4.Fー叶 (44) 

紐(x)=½[-c心）士｛伝元}2 -4c可 (45) 

すると、 2価出カベクトル値として、

fヤ） = U+(x),g+(エ））T

f企） = (J_(x),g_(x)f 

および、

f1(x) = U+(x),g_(x)f 

f企） = (!_(エ），9+(x)f

(46) 

(47) 

の2組の可能性がある（ただし、便宜上、 !1(允） > f2(x) 

と仮定した）。各点”で、

IH(x) -Ji(x)g2(x) -91(x)f2(x)I (48) 

が小さくなるほうを選ぶスイッチの働きをするゲートネッ

トワークを設けて、これら 2組の可能性から最終的な 2価

ベクトル値を求めることができる。

図5は導かれたネットワークを図示したものである。ネ

ットワークの重みの決め方は次節で述べる。
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3.4 2次元ベクトル値 2価正則化ネットワーク

の学習アルゴリズム

スカラー値の RN,MVRNの学習アルゴリズムを応用す

れば、 2次元ベクトル値 2価 MVRNの学習は、次の 3個

の N元連立 1次方程式に帰着される。

KFu+zF=O, 

Kav + za = 0, 

KHw+zH= 0 

各行列とベクトルは次式で定義される。

(K心={ 1 + Y1(i)Y1(j)} K(x(i), XU))+馬，

u = (uぃ四，・・・，卵）r, 

Zp = (2  2 2) T 
{Y1(1)} ,{Y1(2)} , ・・・，｛め(N)}

(K咄={ 1 + Y2(i)Y2(j)} J<(X(i), X(j)) +馬;,

V = (V1, V2, ・ ・ • , V N) T , 

Zc = ( 2  2 2) T 
{Y2(1)} , {Y2(2)} , .. ・, {Y2(N)} 

(K叫ij = J<(x(i), X(j)) +入妬i,

T 
w = (W1 l W2'...'w N)' 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

(z砂＝ー (2Y1(i)邸）＋似％））リl(i)+凡(x(i))Y2(i)) (54) 
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!1: 

!2: 

学習手順は、次の通り。まず、方程式 (49) と(50)を

解いて、関数 Fi,F2,G1ふらを学習する。次に、その結果

を用いて、式 (43)の H(x)以外の RNを構成する。この

RNを用いて、式 (54)の ZHを計算する。最後に、方程式

(51)を解いて、 W を求め、関数 Hを学習する。

4 シミュレーションによる理論の検証

MVRNは、正則化作用素つまり基底関数の選択で極め

て広い範囲の近似手法が導かれる。その選択には、問題固

有の性質を反映しなければならない。本論文は、特定の応

用は想定せず、基礎理論の展開が主目的である。本章では

、よく知られた関数近似法である、 GaussianRBFと 3

次スプラインの MVRNについて、理論検証のために行っ

たシミュレーション結果を示す。

4.1 シミュレーション (1)

Gaussian RBFの MVRNについて、 2入力、 1出力、

2価写像を学習させる実験を行った（図 6)。これは、次

の sigmoid 型の関数を 2 つ重ねて得られる 2 価写像を (xぃ叩）€

[0, 1] x [0, 1]なる領域において近似したものである。

0.6 
(x1, 叫曰 + 0.35 

1 + exp (-15(x1 -0.5)) 
0.6 

(x1, 四）曰+0.10 
1 + exp (-15(x1 -0.5)) 

(55) 
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なお、分解ネットワークは、解析解 (26)を用いた。

4.2 シミュレーション (2)

Gaussian REFを用いた n入カスカラー値出力の h価

MVRNについて、 CM-5上にアルゴリズムをインプリメ

ントした。分解ネットワークには、 Durand-Kerner法の

リカレントネットワークを想定した繰り返し公式 (32)を

用いた。

図7は、多価度 h= 3の場合について、教師データと

学習結果を示したものである。同図 (a)は、 3本の直線上

にそれぞれ 500個のデータ点を平均〇，標準偏差 0.02の

Gaussianノイズを加えてランダムに発生させたものである

。同図 (b)は、 3価 MVRNによる近似写像のプロットで

ある。

4.3 シミュレーション (3)

1次元入力、スカラー値出力の 2価 MVRNにおいて、

正則化作用素を式 (18)の p= 2 とした場合である 3次

スプラインを用いた。このとき、基底関数は、 K(x,x') = 

lx-x'ドである。分解ネットワークは、解析解 (26)を用

いた。

図S(a)は、シミュレーションに用いた合計 50点の教師

データである。教師データは、次の 2個の関数上にノイズ
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を重畳してランダムに発生させた。

!1: 

!2: 

x曰 0.5sin(21rx) 

x曰 0.5sin(21rx) + x (56) 

同図 (b)は、学習された写像である。少数のまばらなサン

プルデータからでも 2価関数が正しく学習されている。同

図 (c)は、比較のために作成したものである。同じデータ

に対して、 1価の 3次スプラインを用いた。

5 まとめ

標準正則化理論に基づいた「学習＝関数近似」の理論

である正則化ネットワーク (RN)を拡張し、多価写像を

近似する多価正則化ネットワーク (MVRN)を提案した。

MVRNは、釦面標準正則化理論 (MVSRT)に基づいて構

築された。 MVSRTは、多価関数の直接代数表現に基づい

て標準正則化理論を拡張して得られた。 MVRNにおいて

は、任意の多価度 hについて、教師データ数と同一次元の

連立 1次方程式を解くだけで、 h価写像の近似を行う多層

ネットワークが構成できる。また、中間層＝基底関数の数

を学習サンプル数よりも少なくした一般化正則化ネット

ワーク (GRN)の多価関数への拡張である多価一般化正則

化ネットワーク (MVGRN)の理論も導いた。これらによ

り、ビジョンをはじめ、逆モデルが多価写像になる様な、
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生体あるいはそれを工学的に模した情報処理課題における

学習ネットワークの構成が可能になる。ただし、本論文で

述べたのは、あくまでも基本理論であり、実際の応用のた

めには、種々の付帯処理が必要である。

以下に、今後の課題を列挙する。

(1)逆モデルの学習では、写像の多価性の他に、写像の

ヤコビアンが零になる特異点の問題がある。一般の多価写

像では、超曲面同士が交差する場合も起こりうる。これら

の特異点を正しく扱う方法を確立する必要がある。

(2)教師データがもつ誤差に対する学習の最適性をより

精密に定式化する必要がある。本論文では、誤差評価は、

多価関数の基本方程式の 2乗ノルムを用いた。統計的に最

適なノルムを学習する重み付き最小2乗法に発展させる必

要がある。

(3)多価一般化正則化ネットワーク (MVGRN)において

は、基底関数の中心と形状が固定された場合の理論を展開

した。これらも学習すると、より高精度な写像が、より少

ない基底関数で実現できる。入力空間の次元が大きい場合

の「次元の呪い (curseof dimensionality)」の問題もこれ

によって緩めることができる。この拡張は、 HyperBFネ

ットワーク (16)の学習アJレゴリズムや EMアルゴリズム(2)を

流用できる。この問題は、加法スプラインや ridge近似に
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よっても解決できる(6)。

(4) MVRNでは、関数系の置き換えによって、一つのネ

ットワークで多価関数を近似した。しかし、目的によって

は、複数の一価 RN(または NN)を用意し、各RN(または

NN)にそれぞれ 1枚の超曲面を学習させたい場合もある。

この場合にも基本関係式 (33)を学習アルゴリズムの導出

に用いることができる。例えば、この基本関係式の 2乗誤

差を誤差関数として、学習アルゴリズムが導びかれる。こ

の場合、式 (33)と数学的に等価な次式を用いることもで

きる。

IIY-f孔x)IIIIY -fix)II・・・IIY-fh(x)II = 0 (57) 

この方程式は、方程式 (33)において両辺の 2乗ノルムを

とったものに等価である。本式の方が、計算の簡単さの点

で多少有利である。 RNを用いた場合、この定式化から導

かれる学習アルゴリズムは、係数が相互に依存しあった h

組の連立 1次方程式となる。この場合、単純な数値計算に

よって最適解が得られる保証はない。しかし、従来のモジ

ュラーネットワークの学習方法よりも見通しがよい。

(5)多価関数の基本方程式 (33)と(57)は、本来、特定

のネットワーク構造や学習アルゴリズムとは独立である。

その応用は、 RNやフィードフォワード型NNに限らない

。相互結合型NNの学習原理として用いることも考えられ



5 まとめ (No.34) 

る。

(6)本論文では、定義城全体で多価度が一定である場合

を扱った。多価度が変化する場合には、これを表現する手

段が必要である。次の 2通りの方法が考えられる。 (i)分

解ネットワークの実数解の個数で表現する方法。 (ii)すべ

ての出力値から、実際に意味のある出力値を選択するゲー

トネットワークを置く方法。これらは、ネットワークの表

現として可能な事は明白である。しかし、そのための学習

アルゴリズムは今後の研究課題とする。

(7) MVRNの学習には、教師データのクラスタリング

は含まれていない。しかし、学習された写像を用いれば、

教師データを各超曲面に分離するためのクラスタリングは

極めて容易である。出力空間において、教師データを最も

近い値を出力する要素関数へ「一撃的に」クラスタリング

することができる。この過程は、ネットワーク構造の面か

ら見ると基底関数のグループ化、あるいは、ネットワーク

の分裂と見ることもできる。これは、成長、増殖するネッ

トワークのモデルとしても興味深い。

本論文の主眼は写像学習ネットワークにあった。しかし

、本論文の理論は、多価関数によるデータ近似を必要とし

ていた諸分野に新手法を提供する。
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y=g―1(x) 

X = g(y) 
Single-valued 

Three-valued 

図 1非線形写像の逆写像は、一般に多価写像である

Fig. 1 Inverse of a nonlinear mapping is generally a multi-valued 
mapping. 
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(• Training data) 
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図 2多価写像の学習問題

Fig. 2 Learning problem of multi-valued mapping. 



Output y 

Y = f2(X) 
Equation of two-valued mapping: 

(y -Ji (x))(y —み(x)) = 0 

Input X 

図 3代数式による多価写像の直接表現

Fig. 3 Direct representation of a multi-valued mapping using an al-

gebraic equation. 



Xi X2 x ＂ 

於h)(X) ~(h)(X) F;.(h) (X) 

Decomposition Network 
(This may be either recurrent or feedforward network.) 

が(x) f.(x) 公(x)

図 4スカラー値 h価正則化ネットワーク

Fig. 4 Scalar-, h-valued regularization network. 
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図 52次元ベクトル値 2価正則化ネットワークの 1実現例

Fig. 5 Example of 2-D vector-, 2-valued regularization network. 
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図 6シミュレーション結果 (1):Gaussian RBFによる 2次元入力

1次元出力 2価写像学習
Fig. 6 Simulation results (1): Learning of 2-input, 1-output, 2-valued 

mapping by using Gaussian RBF version of 1'.1VRN. 
(a) Model for simulation: Two-valued sigmoidal mapping were used. 200 

training data were randomly generated with additive Gaussian noise of stan-

dard deviation = 0.02. (b) Result of learning by Gaussian REF version of 

two-valued MVRN. The parameters for Gaussian REF were er = 0.4 and 
入=0.008. 
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図 7シミュレーション結果 (2):Gaussian RBFによる 1次元入力

1次元出力 3価写像学習
Fig. 7 Simulation results (2): Learning of 1-input,l-output, 3-valued 

mapping by using Gaussian RBF version of MVRN. 
(a) Training data set with additive Gaussian noise (standard deviation = 

0.02). 500 training data were generated on each line. Number of total training 

data was 1500. (b) Mapping learned by Gaussian RBF version of 3-valued 

MVRN. The parameters知 GaussianRBF were a= 0.1 and入=10.0. 
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図 8シミュレーション結果 (3):3次スプライン近似による 1次元入

力 1次元出力 2価写像学習
Fig. 8 Simulation results (3): Learning of 1-input, 1-output, 2-valued 

mapping by using cubic spline version~f MVRN. 
(a) Training data set with additive Gaussian noise {standard deviation = 
0.01). Totally) 50 points were randomly generated. (b) Mapping learned by 

using cubic spline version of 2-valued MVRN. The regularization parameter 

was入 =0.0001. (c) Results for comparison: Mapping learned by using cubic 

spline version of single-valued RN for the same training data set. 
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