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あらまし

標準正則化理論あるいはその拡張理論において重要な役割を演ずる滑らかさの尺

度を一切必要としない一般回掃による正則化理論を取り上げ、データが多価の場合

にも正則化が行えるように理論の拡張を行う。また、この拡張された理論を基に、

不連続を異なる関数の境界として捉えることで従来の線過程を必要としない不連続

関数を離散データから決定論的に再構成するアルゴリズムを導く。さらに計算機実

験を行いこのアルゴリズムの有効性とノイズに対するロバスト性を示す。

キーワード

正則化、一般回掃、不連続

Abstract 

We extend a regularization theory which is based on general regression in order 

to apply it to multi-valued regularization. This regularization theory do not require 

any smoothness measures which play an important role in standard regularization 

theory. We also propose a new discontinuous function reconstruction algorithm 

from discrete data without conventional line processes. This algorithm is very 

simple and leads deterministically to a unique solution. We show it's usefulness 

and robustness against noise by several computer simulations. 
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1 まえがき

Poggioらによってコンピュータビジョンの世界に導入された標準正則化は正則化

しようとする連続関数の滑らかさ（連続性）を予め仮定することにより不良設定問

題を良設定問題に変換する理論である [1]。

この正則化では、従来から 2次の連続性をもつ membraneモデルあるいは 4次の

連続性をもつ thinplateモデルが関数の滑らかさを表わすために用いられてきた [2][3] [4]。

また、 Terzopoulosは奥行き不連続と方向不連続を持った曲面をスパースデータから

再構成するために、 "splineunder tension"と呼ばれる 2次および 4次の連続性を局

所的にコントロールする正則化手法を提案した [5]。

いずれの場合も物理モデルに基づいた滑らかさの尺度を用いて正則化を行うもの

であるが、正則化の対象とモデルが一致しない場合には、正則化は行われても物理

的には不適切な解が得られることになるから、モデルの選択は重要な問題である。

しかし、多くの場合モデル選択に関する議論は行われず、モデルは先験的に与えら

れてきた。

一方、画像復元や面再構成問題で与えられたデータから不連続関数を再構成する

際には、線過程を導入し不連続を直接扱うメカニズムが用いられてきた [6][7][8]。こ

れは正則化を行うための評価関数において、線過程を表わす評価関数と連続関数に

対する評価関数が相互作用するように定式化されている。このため線過程を導入し

た正則化は、一般的には非線形最適化問題となり、局所的最適解は比較的容易に得

られるものの、大城的最適解を得るには simulatedannealingで代表されるような膨

大な計算を必要とする手法によらなければならなかった。

以上の問題を解決するために、一般回帰 (generalregression)による正則化 [9]に

藩目した。これは与えられたデータの密度分布、あるいは確率的に解釈すればデー

タが与えられる確率分布さえ分かれば正則化を行うことができるので、標準正則化

のように関数の連続性を限定する必要が一切なく、従って滑らかさの尺度に関する

物理的モデルを導入する必要がない。またデータ密度分布が知られていない一般的

な場合でも、与えられたデータからそれを推定することにより容易に正則化が行え

る利点がある。さらに得られる正則化解の形は非常に簡単であり、密度分布のモー

メントのみで表わされる。

本論文ではこの一般回掃による正則化理論を、これまでの一価関数に対する理論

から多価関数に対する理論への拡張を行った。この拡張では志沢が標準正則化理論

を多価関数へ拡張した際に導いた多価データに対する拘束条件 [13]を用いた。さら

に、拡張理論を基に、不連続を異なる関数の境界として捉えることで従来の線過程
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を必要としない不連続関数を離散データから再構成するアルゴリズムを導いた。

次節では標準正則化と一般回掃による正則化との関係を明確にするために標準正

則化理論に関する簡単な説明を行う。第 3節では一般回帰による正則化理論につい

て述べ、第4節で多価関数に対する拡張理論を導く。第 5節では不連続関数再構成

アルゴリズムを導出し、第6節では不連続関数再構成に関する計算機実験を行う。

2 標準正則化理論

n次元空間上におけるスカラー値データに対する標準正則化理論は次のエネルギー

汎関数の最小化問題として定義される。

N 

み[fl=~(Yi -fは））2+入IIQJ(五）112 
i=l 

(1) 

ここでYiは位置xiで得られた観測データであり、>.,Qはそれぞれ正則化パラメー

タ、線形作用素である。この作用素としては関数f(x)の連続性（滑らかさ）を規定

するものがもっばら用いられてきた。例えば2次元thinplateモデルの場合は次式で

定義される。

IIQJ(玉） 1ド=J J J;lエ1+ 21;1X2 + J; 江 2d叫 X2 (2) 

ただし、 fxiXj=がf(玉）／厖厄である。 Q*QK(五，el=5(x-[)を満足するグリー

ン関数Iく(x,[)を用いると、 11[!]を停留にする Jは次式で求まる [10]。

N 

f(武入） =~cJ{(五，西）
i=l 

(3) 

ただし、 Ciは次の線形連立方程式の解である。

(K十入J)も=y (4) 

ここで、 (I<)ヵ=I<(五均）、 Iは単位行列、 c=(c1,・・・,cN)t、Y= (Y1, ... , YN)i。

3 一般回帰による正則化理論

一般回掃による正則化理論は次のエネルギー汎関数の最小化問題として定義され

る。

み[fl = IIY -f(歪）II; 

= J J亨叫(y-J(x)誓 dy (5) 
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ここで、 Pぽ，y)は観測データ｛五Ydi=l.. Nの密度分布である。式(5)は正yを確率

変数、 p(x,Y)を子と yの同時確率密度関数と見なせば、 yと確率関数f(五）の平均 2

乗誤差とみなせる。すなわちこの場合、正則化によって得られる解は yと確率関数

fげ）の平均 2乗誤差を最小にする。

さて、 J2[J]の変分を実行すると式 (5)を停留にする Jは、

f(x) = 
→ J yp(正y)dy

fp(x,y)dy 
(6) 

と求められる。この式より解f(子）は p(王，y)を与えたときの yの回悦曲面を表わして

いることがわかる。

ところで事前に pが知られていることは稀であり、実際には観測データ {x只/;}i=l..N

から pを推定する必要がある。 pとしては式 (6)の右辺が存在するものであれば一般

には不連続関数を含むどんな関数を用いても構わない。今、次式のように pが独立

変数歪と yに関して変数分離される場合を考えよう。

N 

亨，y)=一こ叫戸）P2(Y, 防）
N 

(7) 
i=l 

この時、

A(笠，西）

¢伽）

P1(五，正）

ーロ似Plぽ，均）J叫 Y,Yj)dy

= J叩 (y,y;)dy 

ヽ
ー
ノ
、

~
J
‘
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とおくと、式 (6)は標準正則化による正則化解 (3)と対比される表現に書き換えられ

る。

N 

f(歪） = L的li)A(五，西）
i=l 

(10) 

具体的な pぃP2として次式のように観測データ {x只ldi=l..Nを中心としたガウス分

布を仮定する。

Plげぷ） = G(歪—五立i;)

P2(Y, y;) = G(y一祐，び2.)

ただし、 G(x,び）は平均 0、分散ぴ2のガウス関数。この時 pは

1 
亨，y)= -i=G(x —ぷi,ai.)G(y -y立 2.)

N i=l 

また、式 (10)における Aと¢ は次のようになる。

A(xぶ）＝
G(x —函，五）

汀~1G(x-x立1J
rp(y;) = Yi 
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ここでスケールパラメータぴの選び方について言及しよう。式 (12)において 0'1,= 

互=(J'のとき、 Parzen[ll]および Cacoullos[12]はデータ数N とびが次式で表さ

れる条件を満足するときに、推定された pは真の密度分布に漸近することを示した。

lim G N = 0 
N→OO 

（） 

lim Nゲ (N)= oo 
N→OO 

(15) 

(16) 

ここで、 nは空間次元。この条件を満足するぴの例は、平均サンプリング幅を△xと

書くと a=(△X)1/2である。

さて、一般回帰による正則化と標準正則化との対応を見るために式 (12)でスケー

ルバラメータ互＝び2; = 0の極限を考える。よく知られているように分散が (J'2で

ある n次元ガウス関数はび→ 0の極限ではデルタ関数と見なされる。すなわち、

e―x2 /2u2 
limG(召， a)=lim = 8(町 (17)
6→ 0 (7→ 0 ((JV匹）n

この関係と式 (12)で定義された pを用いるとみ[flは

み[JI=*喜y;-f(函））2 (18) 

となり、これは式 (1)の右辺第 1項のいわゆるデータ項に定数係数を除き一致するこ

とが分かる。

4 多価関数に対する理論の拡張

前節で示された一般回帰による正則化理論はスカラーな n次元一価関数に対する

理論であるが、これを同じくスカラーな n次元多価関数に対する理論へ拡張を行う。

なお、 Kronecker積（テンソル積）を用いれば、より一般的なベクトル関数への拡

張も容易である [13]が本論文ではふれない。

4.1 一般論

志沢は標準正則化の多価関数への拡張理論の中で、多価データが同時に存在する

場合のデータ拘束条件を導いた [13]。これを用いると h価データに対するエネルギー

汎関数は次式で表わされる。

FF 
h 

叫Ji,・・・，丘l= Il(Y -fげ））2p(笠，y)d笠dy
i=l 

(19) 

この汎関数を最小化すると関数系 {f;}i==l..hに対する h元非線形連立方程式が導かれ

る。

6
 



一方、線形連立方程式を導くために関数 {-Ji出そ）}i=l..hの基本対称式を用いて ]3を

次のように変換する。

J訊，...'凡］＝！！（ご疇）y'-1) 2 p(五，y)didy

ここで F1,・ ・・，凡は

Fi(x) = (-it f1(x)h(笠） ••• fh(る）

h h 
Fに 1(£) =~ ~iii げ）応 (x)

紅=1i2=i1 +1 
h 

凡ぽ）＝一 ~fi(x)
i=l 

]4の最小化によって各 Fiに関して線形な連立方程式が得られる。

J 
h 

y゜ (~Fi(x)が:-1) p(王，y)dy = 0 

J yh-1位犀）yi-1) p(五，y)dy = 0 

(20) 

(21) 

(22) 

これを解いて {Fi(烹）}i=l..hを求め、もとの関数系 {Jふ:=1..hに変換すれば h個の 1

価関数の組が解として得られる。

ここで、式 (22)から得られる多重解の性質について述べておく。式 (19)のエネル

ギー汎関数 ]3から明らかなように、 h個の曲面{Z = fi(X)}i=l..hのうち、いずれか

1つが Y= f(x)を満たせば hは停留値をとることが分かる。従ってこの場合には

残りの h-1個の曲面はどんなにデータから離れていても解としては許されることにな

る。このことは換言すればデータが存在しない空間にも曲面が得られることを示唆

している。実際、多くの場合においてこのような解が得られるが、 5.2節ではこの問

題に対処する 1つの方法として、局所的に合理的な解を選択するアルゴリズムにつ

いて述べる。

4.2 2価関数に対する正則化解

ここでは ]4で h=2の場合に対する解を求めよう。

エネルギー汎関数は、

凰，F2]= j j(厨＋疇）y+疇））2p(笠，y)必dy (23) 
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変分を実行すると次の 2元連立方程式が導かれる。

J信＋ 疇）y+叫）） p(兄y)dy = 0 

j Y (l + F: 叫＋叫）） p(兄y)dy = 0 

この連立方程式の解は、 m孔x)= J炉p(五，y)dyと置けば、

F直）＝
加（五）m亨）ー m2(x)2
mo(的)m2(王)-m1(王）2

F亨）＝
叫（砂）m亨）ー mo(砂）m亨）

叫（野）叫(x)ー四(x)2

fぃ丘は最終的に次のように求められる。

fげ），Jげ）＝
-F亨）土 ✓凡(x)2 -4Fi (子）

2 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

ところで、式 (25),(26)で解が存在するためには右辺の分母 mo(笠）m2(x) -m孔x)2

がゼロでないことが必要である。 p(正y)として式 (12)を用いると

mo(五）匹 (x) —叫（王）2

= t (0'2互 +y;-y心） G(歪— xi, O'i;)G(五—均，氏）
i,j 

-t (2び2互＋（払ー鱈） G(五—五，，びl;)G(笠—均，び1J
i=l 

j吝+1

N 

+ I: 吠G(笠—広，互）2

こ。 (28) 

が成立する。従って m。（子）m2(x) -m孔x)2= oとなるのは Ci) I五I=ooあるいは

(2) 0'2; = 0かつ祐=Yjの場合だけである。 (1)の場合は有限の領域をもつ

データに対しては意味を持たないので実際問題としては (2)の場合のみを注意す

ればよい。

ここで一般回帰による正則化の実例を示そう。図 1には 1価データに対する正則

化の例を、図 2には 1価データと 2価データが混在した場合に対する例を示した。

なお、び1;= 0'1 ,0'2; = 0'2とし、図 1では 0'1= O.Ol,0'2 = 0とし、医 2では 0'1= 

0.05, の =0とした。

図 1を見ると 1価関数に対する正則化解はシグモイド状であるのに対し、 2価関

数に対する 2つの解は f(x)= 1とf(x)= 2とに分離していることが分かる。

一方、図 2では 1価関数に対する解は X = 1/2付近に存在する 2価データの影響

により階段状になっているのに対し、 2価関数に対する解は依然として f(x)= 1と

f(x) = 2とに分離していることが分かる。
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5 線過程を用いない不連続関数再構成アルゴリズム

不連続関数を与えられた離散データから再構成する場合、標準正則化に線過程を

導入した拡張理論では問題が一般に非線形最適化問題になる。従って大域的最適解

を得ることが雖しい。

ここでは、従来の線過程を導入することなく不連続を異なる関数の境界として捉

えることで不連続関数を離散データから再構成するアルゴリズムを導く。

このアJレゴリズムは 2つの部分からなる。 1つは大域的最適解として得られた h価

データに対する正則化解を用いて、 h枚の回掃曲面が同時に存在した場合の観測デー

タと回帰曲面間の 2乗誤差を計る多重エネルギー密度関数を定義し、この値の大小

を比較することで観測データの多重度を局所的に判定する多重度判定アルゴリズム

である。 2つめは先の多重度判定アルゴリズムにより多重と判定された領域で、実

際のデータに適合する解のみを選択する関数選択アルゴリズムである。

5.1 多重度判定アルゴリズム

次式で表わされる多重エネルギー密度関数 thを定義する。

憂~[/罰—犀））責，y)dyrh (29) 

ここで、 {j;}i=l..hは観測データが h価であると仮定した場合に得られる h個の正則

化解である。

さて、判定アルゴリズムはいたって簡単であり、 thげ）が最小となる価数 hをデー

タの多重度とする。 th(x)は密度閾数であるからこの判定アルゴリズムによって局所

的に多重度を求めることができる。

aはh価データに対するエネルギー汎関数みが停留値をとる場合の独立変数王の

条件付密度関数である。このことから g はh枚の回掃曲面が独立に存在するのでは

なく、 h枚対で存在する時の回掃曲面とデータとの 2乗誤差密度を表わしていると

解釈できる。従ってここで述ぺた多重度判定アルゴリズムは回掃曲面とデータとの

誤差の大小に着目し、 2乗誤差が最も小さくなる多重度を採用するものである。な

お、 h= l、すなわち観測データには重なりがないと判定された領域では h= lに

対する正則化解を最終的な解とするが、 h~2 と判定された領域では次節で示す関

数選択アルゴリズムにより観測データに適合した解を最終的な解とする。
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5.2 関数選択アルゴリズム

4.1節で述べたように、多価データに対する正則化では観測データに適合しない解

が得られる場合がある。このような解を取捨選択するために、本節では観測データ

に適合した解を局所的に選択するアルゴリズムを示す。

式 (29)で定義された多重エネルギー密度 g を用いて、観測データが h価であると

仮定した場合に得られる h重解（ただし、 h2: 2){f;}i=l .. いおよび観測データは 1価

であると仮定した際に導かれる 1重解lsについて 1重エネルギー密度 (t:h=l) を計

算した結果をそれぞれ｛年]}i=l.. h, C[s]と書く。

関数選択アルゴリズムはエネルギー密度が次式の条件を満足する全ての解を選択

するものである。

罰げ）三賃s]げ） + min({年］（五）h=1..h) (30) 

ただし、 min({年］（笠）}i=l..h)は子における{f[i]げ）}i=l..hの最小値を表わす。

｛年1(x) }i=l..hはh重解が対ではなく単独で存在する場合の各回掃曲面とデータと

の 2乗誤差密度を表わしている。従ってこれら｛％］げ）}i=l..hの最小値に対応した解

囚が最も観測データの近くに存在していることになる。よって最も信頼できる解 f[i](笠）

はf[i]げ） S min({年］げ）h=1..h)を満足する。一方、多重度がh重である領域では異

なる i,j に対して心(x) 一€じ］（判> f[s]げ）を洞たす多重解は不合理である。なぜな

らf[i]げ）と的］（笠）との差が、回帰曲面が 1重であると仮定して計算したエネルギー

密度 f[s]げ）以上ある領域では、解としては 1重解を採用した匠うが 2乗誤差は少な

くなるからである。

6 不連続関数再構成実験

ここでは空間次元が 1次元と 2次元の場合に対してそれぞれ 2例ずつの再構成実

験を行った。実験 1、 2は1次元、実験 3、 4は2次元である。問題を簡単にする

ため、観測データの多重度の上限は 2であると仮定し、データのスケールパラメー

夕 0'1;およびび2;にはそれぞれ同一の値を持たせた。また、観測データは原関数から

ランダムサンプリングし、標準偏差び、平均値0の正規ノイズを加えた。実験に用い

た観測データ数 N と各パラメータ値びいのおよびぴを表 1に載せた。

図 3は実験 1の結果である。図3-(a)の原関数と比較して図3-(b)の再構成結果は

全域で良好な結果を得ていることが分かる。しかし、注意する点が 2つある。 1つ

は再構成された関数は X = 0.3および X = 0.7付近で関数の重なりが見られること
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である。これは関数選択アルゴリズムにおいて用いられた条件式 (30)から 2重解を

許す領域が存在することに原因がある。予めデータが 1価であることが分かってい

るときは、これらの条件式において E[s] = 0とすればに 2重解は許されず、常に 1

価関数が再構成される。 注意点の 2つめは X = 0.3とX = 0.7に存在する真の不

連続点以外にいくつか不連続点が見られることである。これらの不連続点は多重度

判定アルゴリズムにより判定された多重度の不連続位置に相当する。

~4 には実験 2 の結果を示した。再構成された関数は全域で原関数をよく表わし

ていることが分かるが、実験 1と同様、真の不連続以外の不連続点が存在する。

2次元 1価データに対する結果を図 5に表わした。図 5-(a)の原関数は 1/4::;X1::; 

3/4,1/4 ::; X2 ::; 3/4では f(xじ巧） = 2でそれ以外の領域では f(x1,四） = 1とな

る関数である。図 5-(b)の再構成関数では関数の定義域の端の付近に空隙が見られる

が、これはデータ表示の問題であり、実際には空隙は存在せず、実験 1、 2と同様

の真の不連続以外の不連続点のみが存在する。また、原関数の f(xぃ四） =2に相当

する再構成関数は 4隅が丸みを帯びている。この原因はスケールバラメータ値を空

間に対して均ーにしたことにあると考えられる。

図6には 2次元で 1価データと 2価データが混在する場合の正則化結果を示した。

図6-(a)の原関数は 1/4::; X1 ::; 3/4,1/4 ::; X2 ::; 3/4では f(x1,四） =2となる関数

と全領域でf(x1,叫=1となる関数から構成されている。図6-(b)の再構成関数で

は図 5-(b)と同様に多重度の不連続位置に空隙が見られる。

4例の再構成実験の結果から、 5節で提案した不連続関数再構成アルゴリズムは

有効に機能していることが分かった。また、観測データにはノイズが加えられてい

るにも関わらず、再構成された関数はいずれも原関数を全域でよく近似しているこ

とが分かった。

7 結び

本論文では一般回帰による正則化理論を取り上げ、標準正則化およびこれを拡張

した理論において重要な役割を演じる滑らかさの尺度を一切必要としない正則化手

法について論じた。また、この正則化理論を多価データの正則化を行えるように拡

張し、さらに線過程を導入することなしに不連続関数を与えられた離散データから

再構成するアルゴリズムを示した。最後にこれらの理論、アルゴリズムの妥当性を

観測データが 2価までの場合に対して計算機実験によって示し、ノイズがある場合

も良好に再構成が実行できることを示した。

本論文で示した不連続関数構成アルゴリズムは非常に単純なものであり、不連続
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位置を推定するために関数の微分を計算したり、関数の滑らかさを計るための評価

量を導入する必要は全くなかった。従来の標準的な不連続の取り扱いでは、線過程

と画像の強度過程とを分離して定式化していたのに対して、本論文では不連続を異

なる関数の境界と見なすことで不連続を直接取り扱うことを避けた。これにより線

形理論の枠組で不連続関数を再構成することが可能となった。

今後に残された課題は 2つある。 1つは任意の多重度を持つデータに対して提案

した不連続関数再構成アルゴリズムが実際に機能するかを検証することである。も

う1つは推定された密度分布に含まれるスケールバラメータを与えられたデータの

みから決定する手法を確立することである。この問題に対しては最尤法や ABIC (ベ

イズ情報規範）の最小化によりパラメータ推定を行ったり、あるいは GCV (Generalized 

Cross Validation)[14]を拡張し、多価関数に対して適用可能な理論を構築することが

一つの解決策であると考える。

今後はこの 2つの課題を検証および解決するとともに、本論文の結果を踏まえ汎

用性に富む正則化ネットワークを構築し、コンピュータビジョンにおける具体的な

問題に応用したいと考えている。
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exp.# N a1 び2 〇-

1 200 1.00 X 10-2 1.00 X 10-5 1.00 X 10-2 

2 200 2.00 X 10-2 1.00 X 10-5 1.00 X 10-2 

3 800 6.67 X 10-2 1.00 X 10-5 1.00 X 10-2 

4 800 6.67 X 10―2 1.00 X 10-5 1.00 X 10-2 

表 1:実験に用いたデータ値
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医 1: 1価データに対する正則化の例
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囮 2: 1価データと 2価データが混在した場合に対する正則化の例
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図 3:実験 1の結果
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図 4:実験2の結果
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(a) original fun c. (b) regularized solution 
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図 5:実験 3の結果
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