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あらまし

本論文では、正則化ネットワーク (RegularizationNetwork (RN))を 1対 h写

像、すなわち多価関数を近似する様に拡張した多価正則化ネットワーク (Multi-Valued

Regularization Network (MVRN))を提案する。多価関数の近似は、例から多重、多

義的な入出力関係を学習するのに有用である。 MVRNは、多価標準正則化理論(Multi-

Valued Standard Regularization Theory (MVSRT))に基づいて導出される。 MVSRT

は、代数方程式による多価関数の直接的表現法に基づいている。未知関数の置き換えに

より、線形のEuler-Lagrange方程式が得られる。したがって、 MVRNは、入出カサ

ンプルデータの集合からのネットワーク結合重みパラメークの学習を連立一次方程式を

解くだけで行うことができ、その際に、データのクラスクリングを行う必要がない。さ

らに、この連立方程式の次数は写像の多価度に依存せず、サンプルデータ数に等しくな

ることが示される。従来の正則化ネットワークの場合と同様に、 MVRNを特殊化した

り、サンプルデータ数よりも少ない基底関数で近似することによって、円形基底関数法

（胆dialBasis Function (RBF))、一般化円形基底関数法(GeneralizedRBF)、スプ

ライン近似、 HyperBFネットワークなどを多価関数の近似に拡張することができる。

本稲では、予備実験として、 GaussianRBFネットワークを導出し、そのシミュレー

ション結果も報告する。さらに、多価ベクトル値関数を学沓する MVRNの構成法につ

いて述べる。

キーワード：

正則化ネットワーク、標準正則化理論、多価関数、 1対多写像、写像学習、関数近

似、フィードフォワードネットワーク
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Extension of the Standard Regularization Theory into Multi-Valued 

Functions: Multi-Valued Regularization Networks and Learning 

Algorithms 

Abstract 

The regularization network (RN) is extended to approximate multi-valued June-

tions so that one-to-h mapping, where h denotes multiplicity of the mapping, can 

be represented and learned from a finite number of input-output samples without 

clustering operations on the sample data set. Multi-valued function approxima-

tions are useful for learning ambiguous input-output relations from examples. This 

extension, which we call the Multi-Valued Regularization Network (MVRN), is de-

rived from the Multi-Valued Standard Regularization Theory (MVSRT), which is 

an extension of standard regularization theory to multi-valued functions. MVSRT 

is based on a direct algebraic representation of multi-valued functions. By sim-

ple transformation of the unknown functions, we can obt叫nlinear Euler-Lagrange 

equations. Therefore, the learning algorithm for MVRN is reduced to solving ?' 

linear system. It's rather surprising that the dimension of the linear system is in-

variant to the multiplicity h. The proposed theory can be specialized and extended 

into Radial Basis Function (RBF) Methods, Generalized RBF (GRBF), and Hy-

per BF networks of multi-valued functions. We also describe how the vector-valued 

function approximations can be extended into the multi-and vector-valued function 

approximations. 

Keywords: Regularization network, Standard regularization theory, Multi-valued 

functions, One-to-many mapping, Computational learning, Function approxima-

tion, Feedforward neural network. 
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1 はじめに

正則化ネットワーク (RegularizationNetwork, RN)は、標準正則化理論(Standard

Regularization Theory)にもとづいて導出され、入出力写像のなめらかな関数による

近似とその例からの学習を行う 3層構造のフィードフォワードネットワークである [7]

[8]。この正則化ネットワークを特殊化することにより、円形甚底関数法(RadialB函 s

Function Method, RBF), スプライン近似法などの古典的な関数近似の方法がほとん

どすべて導かれる。また、隠れ層ユニットの数を学習サンプル数に比較して少なくした

一般化正則化ネットワーク (GeneralizedRegularization Network, GRN)を特殊化す

ると、一般化円形基底関数法(GeneralizedRBF)などが導かれる。

正則化ネットワークを含め、いままで提案されてきた関数近似を行う（ニューラル）

ネットワークとその学習アルゴリズムは、不連続をもつ関数や多価関数を直接扱うこと

を想定していない。これに関連する研究では、複数の並列的に配躍されたネットワーク

の集合体として一価写像の区分的な近似を行う方法は提案されている（モジュラーネッ

トワーク）[3]。しかし、この構造では、学習のためのアルゴリズムは、一般の非線形関

数に対する最適化を用いなければならず、局所最適解をさけるためにかなりの工夫が必

要である。一般に、 1対多写像、すなわち、複数の異なる出力値の可能性を同一入力に

対応させるようなネットワークの一般的な構成理論と適切な学習アルゴリズムは知られ

ていない。

本論文では、前報告[11]で提案した多価標準正則化理論(Multi-ValuedStandard 

Regularization Theory, MVSRT)にもとづいて、多価写像を近似する多価正則化ネッ

トワーク (Multi-ValuedRegularization Network, MVRN)の理論を展開

する。この理論では、一般に、 n次元入力空間から、 m 次元出力空問への h価写像

の入出力関係が、直接代数的に表現できることを利用する。また、未知関数の置き換え

によって、この拘束条件が未知関数に関して線形形式に変換できる事実を用いて、 2次

汎関数のエネルギー最小化問題、すなわち、標準正則化問題として定式化する。これに

よって、入出カサンプルデータからのネットワークの重み係数の計算、すなわち、学習

のアルゴリズムが、従来の 1価関数の正則化ネットワークと同様に連立 1次方程式の解

法に帰着される。

以下、まず、第2章では、多価正則化ネットワーク (MVRN)の理論を導く準備と

して、正則化ネットワークの理論の導出過程を Poggio& Girosiの論文[7]にもとづい

て簡単にレビューする。次に、第3章で、多価標準正則化理論 (MVSRT)の一般論を

述べる。次に、第4章で、 MVRNの理論を述ぺる。まず、スカラー値写像の MVRN

とその学習アルゴリズムを導出する。次に、ベクトル値写像の MVRNとその学習ア

ルゴリズムを、出力空間の次元数が、 m= 2で多価度が h= 2の場合について具体
的に導出する。さらに、基底関数の数を学習サンプル数よりも少なくした一般化多価正

則化ネットワーク (MVGRN)について簡単に述ぺる。第5章では、理論を検証する
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ためのシミュレーションとして、スカラー値の MVRNについて、基底関数が等方的

Gaussianの場合 (GaussianRBF)の場合のシミュレーション結果を示す。次に、第

6章では、 MVRNが、どの様な形で実際問題に応用されうるのかをビジョンの場合を

例にとって考察する。第7章で本論文をまとめる。

2 正則化ネットワークの理論

本章では、まず、正則化ネットワークの理論を Poggio& Girosi[7]の論文にもとづ

いて本論文の展開に必要な範囲でレビューする。

正則化ネットワークは、 「学習＝関数近似」という立場から、ビジョンにおけるな

めらかな表面復元の計算理論である標準正則化理論を拡張して、 n次元実数空間 Rn

から m 次元実数空間 Rmへの滑らかな写像をまばらに与えられた学習サンプル点か

ら構成する超曲面の生成問題と考えることにより得られる。以下では、多価正則化ネッ

トワーク導出の準備として、 m= 1の場合、すなわち、スカラー値写像の場合につい
て、正則化ネットワークの理論をまとめておく。

2.1 正則化ネットワークの構成理論

n次元空間におけるスカラー値関数の正則化問題は、次のエネルギー汎関数の最小

化問題として定式化される。

N 

E[f] =区(Y(i)-f(x(i))r +入11s1112 (1) 
i=l 

ここで、 y= f(x)が求める写像で、 N個のデータ点が
{(a::(i),Y(i))li = 1,2,・・・,N}の様に与えられているとした。 Sは正則化作用素であ
り、一般に微分作用素、あるいは、擬微分作用素が用いられる。 IIIIは、関数空間の
2乗ノルムで、一般に関数g(X)に対して、

JlgJJ2= j {g(x)}2dx 
Rn 

(2) 

と定義される。積分領域は、 Rnの全空間とする。入は正定数で、正則化項の相対的な

重みを表す。汎関数 (1)のEuler-Lagrange方程式は次式である。

＿言 [{vc,)-f(x)}.5(xー％））］＋揺SJ(x)= O (3) 

または、

叫）＝図{Y(i) -J(x)} O(x -"'(i)) (4) 

とかくことができる。ここで、 8()は、 Diracのデルタ関数で、ベクトル X= (xぃX2,・・・，％）
に対しては、

fJ(x) = fJ(x噸（叩）・・ •fJ(xn) 

5 
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で定義する。作用素 Sは、 Sの随伴(adjoint)作用素である。一般に、実定数係数の

線形偏微分作用素
炉+--+in

T = I:ai ・・• &x'l 
i 

1 . ・・&x炉
(6) 

の随伴作用素は、

t = I:(1/1+…+in 
が1+-·•+in

- a・ ↓．  
. 
1, 

ia叶・・・8点
(7) 

で定義される (i= (i1, む，・・・，in))。方程式(4)は、関数 f(x)に関する偏微分方程式

であり、次の関数方程式によって定義される作用素ssのGreen関数K(x,x')を用い
て解くことができる。 1

SSK(x, :z:') = 6(:z: -:z:') (8) 

この場合、 SSが自己随伴作用素であることから、 Green関数は、対称、すなわち K(x,x') = 

K(x',x)である。正則化問題の解 J(x)は、次の様に書くことができる。

1 
N 

f(::c)=一L{Y(i) -f(町i))}K(屯叫i))
入
i=l 

この式は、関数 f(:z:)が Green関数の線形結合で表されることを示している。重みバ

ラメーク Tiを

Ti= {Y(i) -f(x(i))} /入

で定義すると、関数 f(x)は、次の様に表される。

(9) 

(10) 

N 

f(:z:) = L TiK(:z:, :Z:(i)) 
i=l 

(11) 

この Green関数の線形和による任意関数 f(x)の表現は正則化ネットワークと呼ばれ

る図3の様な 3層ネットワークで表現できる。このネットワークは、中間層の数が、

学習サンプルデータの数 N に等しい場合であり、厳密な意味での正則化問題の解が得

られる。実際、式(11)は、各学習サンプル点町i)を中心とする「基底関数」 K(x,X(i)) 

の線形結合で関数f(x)を表現したものになっている。正則化作用素Sの設定により、

基底関数と学習される関数の性質が規定される。本論文では、基底関数がGaussian円

形基底関数(RadialBasis Function)になる場合だけを示す。この場合は、 Sを次の様

に定義される擬微分作用素とおいた場合である。

11s11ド＝旦三屯l竺,.• JR'(atパtJ'a., {12) 
i1 +…+ip=P 

1この関数は、本来は、荼本解と呼ばれ、 Green関数を決めるには偏微分方程式(4)において境界条件

が必要になるが、本論文では、主にGreen関数がGaussianになる正則化作用素を用いるので、境界条件

は必要ない。したがって、 Poggio& Girosiの論文 [7]におけると同様にこの関数をはじめから Green関

数と呼ぶ。
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このとき、グリーン関数は、次の等方的 Gauss関数になる。

K(x, :z:') = G(ll:z: ー :z:'11)= Aexp (-11二~'112) (13) 

ここで、 Aは定数。

2.2 正則化ネットワークの学習アルゴリズム

ネットワーク (11)の重みパラメータ Tiの学習は、次の N元線形連立方程式を解

くことによって実現される。

Kr+z=O (14) 

ここで、

K = (K;j) = (K(x(i),x(j)) +入妬），
r = (r1,r2, • • ・,rN)T, 

T 
z = (Y(1), Y(2), ・・・，Y(N)) (15) 

である。ここで、約は、 Kroneckerのデルタである。この方程式は、式 (11)のェを

％）に、添字iをjにそれぞれ骰き換えた

N 

f(咋））= I: rjK(x(i), ::r:(j)) 
j=l 

(16) 

を、式 (10)に代入して整理すると得られる。

2.3 一般化正則化ネットワークの学習アルゴリズム

方程式 (14)は、学習サンプル数Nが多くなると計算量が約N3に比例して大きく

なり、かつ、方程式が悪条件になりやすくなる。そこで、中間層＝基底関数の数を N

より少なくし、基底関数の中心点を tu)(J'= 1,2, .. ・,M < N)とおいたものは一般化

正則化ネットワーク (GeneralizedRegularization Network, GRN)と呼ばれ、これに

よって正則化問題の近似解が得られる。

M 

](x) = I: fjK(x,tぃ）
j=l 

(17) 

このときの重みパラメータちは、次の M 元連立1次方程式を解いて得られる。

kr+ z = o. (18) 

ここで、

k = (がD+ ,¥J)' 
r = (r1,··•,rMl, 
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z = D互，
D = (Dij) = (K(叩，ち）），
J = (Jii) = (K(tわち））， (19) 

とおいた。

3 多価標準正則化理論 (MVSRT)

著者は、前回の報告[11]において、代数的手法を用いた多価関数の直接表現を用い

て、多価関数の正則化問題を標準正則化問題、すなわち、未知関数に関して 2次の汎関

数のエネルギー最小化に婦着させる理論（多価標準正則化理論， MVSRT)[11]を提案

し、ビジョンにおける透明視問題の基本アルゴリズムである、ノイズを含んだ疎なデー

タからの多重表面復元の超並列アルゴリズムを導いた。

本論文で提案する多価正則化ネットワークも以下の様にこの定式化から導かれる。

アルゴリズムのもとになる原理は同一のものであるが、導かれる結果は全く異なるもの

である。すなわち、正則化による表面復元の場合には、正則化された関数の各点におけ

る値そのものを全領域にわたって計算するアルゴリズムであったが、正則化ネットワー

クの場合には、値ではなく入出力の写像をあらわすネットワークとその重み係数を求め

ることになり、そこに本質的な違いがある。

3.1 ベクトル値多価関数の一般表現

m次元ベクトル値関数f(x)による入出力写像Y= f(x) ((x,y) E RnxRm)を考
えよう。ベクトル値関数を多価関数に拡張する場合には、それぞれベクトルの各要素ご

とに多価に拡張するだけでは十分でなく。ベクトル値の異なる成分の間で、複数の値の

候補の間の対応関係を表せなければならない。このことを数学的に表現するためには、

テンソル積を用いた多価関数の表現が必要になる。一般のh価 m次元ベクトル値関数

の場合には、次式で表される。

(y -f 1(x)) 0 (y -f2(x)) 0・・・0(y -f h(x)) = 0, (20) 

ここで、Rは、テンソル積 (Kronecker積）を表す。この入出力関係の「基本関係式」

は、各学習サンプルデータが、関数y=れ(x)(k = 1,2,··•,h) のいずれか少なくと

も一つを満たすという関係を数学的に厳密に表現している。この拘束式は、 mh個の連

立方程式になる。しかし、問題の本来の意味から、任意の 2個の関数 fi(x)とfj(x)

を入れ換えても原問題の意味は変化しないはずである。このことを数学的に表現する

には、テンゾル積の対称化の採作が必要になる。対称化により、独立な方程式の数は、

mHh個になる。これらの点に関する一般論は複雑になるので省略するが、 m=2、

h=2の場合については後述する。
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3.2 スカラー値多価関数の一般表現

即 xR上の h個の超曲面 Y= fi(x) (i = 1,2, ・・・，h)を同時に表現する基本関係
式は、次の様に表される。

h 

砂 (x,y) 埜rII (y-fk(x)) 
k=l 
= Ft)(x) + F?¥吐 I+.・・＋州（吐/—1+ 炉
= 0 (21) 

ここで、関数凡(x)(k = 1,2, …，h)は、関数（一方(x))(j = 1,2, ・・・，h)の基本対称
式によって定義される次の関数系である。

Ft)(x) d~f (-ll fi(x)h(x)・ ・ ・fh(x) 

h h 
F凰(x)些こ L fii(x)fゎ(x),

i1=l i2=i1 +1 
h 

F炉(x) 哩r-区fi(X) (22) 
i=l 

この関数系の変換によって、方程式 (21)の様に未知関数に関して線形の方程式が得ら

れる。関数系の変換 (22)の逆変換は、 yに関する h次の代数方程式

A(h¥x,y) = 0 

のh個の実数解をェの関数と見なしたものとして定義される。

(23) 

3.3 h価スカラー値関数の標準正則化理論

データの基本関係式 (21)を用いて、 h価関数の標準正則化問題を次のエネルギー

汎関数の最小化問題として定式化する。

N h 

E(h)[F四， F炉，···,~罰=L { A(h)(x(i), Y(i)) r + L入k11st) F, り『. (24) 
i=l k=l 

ここで、 Skおよび入Kは、関数Ft)の正則化作用素、および正則化パラメータを表す

が、以下では簡単のため、これらを、すぺての未知関数に共通とした、 Sk= S, 入k= 
入の場合を考察する。

3.4 2価 2次元ベクトル値関数の標準正則化理論

ベクトル値関数のMVSRTをm= 2, h = 2の場合について述ぺる。この場合、入
出力関係は、次式で拘束される。

(y -f1(x))@ (y-f2(x)) = 0, (25) 

，
 



対称化により、 f1(x)とわ(x)の役割を同等にすると、

1 
-{(y -f1(x)) 0 (y -f2(x)) + (y -fix)) 0 (y -f1(x))} = 0, (26) 
2 

が2価の場合の拘束方程式である。各関数の成分関数を次の様におく。

Y = f1(x) = (恥(x),fi,2(:i:)f, 

y = f企） = (h1(x), 加 Cx)l.

すると、式 (26)は、次の3個の方程式と等価である。

y{ -(h,1(x) + h,1(x)) Y1 + h,1(x)h,1(x) = o, 

y弓ー (11,2(:z:)+ h,2(:z:)) Y2 + fi,2(:z:)h,2(:z:) = 0, 

2Y1Y2 -(11,2(:z:) + h,2(x))Y1 -(h,1(:z:) + h,1(x))Y2 

(27) 

+ (fi,1(x)h,2(x) + h,2(x)h,1(x)) = o. (28) 

ここで、この初めの 2個の式は、出力空間の各成分について独立に、スカラー値の 2価

関数の表現をしたものになっている。この 2個の式だけでは、

Y = f1位）＝（恥(x),恥 (x)l,

y = f企）＝（釦(x),fi,2(x)f. (29) 

という出力空間の成分が入れ違いになった偽の解が生じる。 3番目の式によって、この

偽の解が禁止され、本来の2価ベクトル値関数の表現として正確なものになる。この様

に、一般に、式 (20)における様な、テンソル積の形で多価ベクトル値関数を表現した

場合に表れる本来の自由度に比較して冗長な方程式は、多価ベクトル値関数の表現とし

ての一意性を保証するために必要なものである。

式 (28)を未知関数に関して線形の形式に変換すると、次の関係式が得られる。

Yi+ G1位）Y1 +F心） = 0, 

砂＋伍(a:)ぬ十凡(a:)=0, 

2Y1Y2 + G2(X)Y1 + G心）Y2+H(x)=O. 

ここで、 5個の未知関数は次の様に定義される。

凡(x) = h,1(x)h,1(x), 

F2位） = fi,2(x)h,2位），

G1(a:) = -(fぃ(X)+ fz,1 (X)) , 

G心）＝一(h,2位）＋釦(x))'

(30) 

H(x) = fi,1(x)fz,2位）+ fi,2(:z:)!2,1(:z:). (31) 

さて、この場合の正則化問題は、式 (30)の3個の式を用いて以下の様に 3個の標

準正則化問題に帰藩できる。まず、次の2個の標準正則化問題より、 H(:z:)以外の関

10 



数を求めることができる。

N 

E(2,2a)[Fi, 伍］＝区{() 罰）予(x(i))Y1(i)+凡(X(i))『
i=l . 
+,¥IISF1(x)ll2 + ,¥IISG1(x)ii2, (32) 

N 

E(2,2b)[_p占］ ＝互｛（ぬ(i)r十伍(x(i))Y2(i)+恥(X(i))『
+入IISF2(x)112+入IISG2(x)ii2. (33) 

これらは、スカラー値の 2価正則化理論を入力空間の各座標成分に関して独立に用いた

ものにほかならない。

これらの正則化問題に基づいて得られる関数 F1(x),凡(x),G1(x), 伍(x)をそれ

ぞれA(x),凡(x),(五(x),ら(x)とすると、関数H(x)に関する正則化問題は次の様

に定式化される。

N 

E(2'2c)[H] = L {2Yl(i)Y2(i) + G心(i))Y1(i)+ G1(X(i))Y2(i) 
i=l 
+H(x(i))}2十入IISH(x)伯 (34) 

これは、如=2Y1(i)ぬ(i)+ G心(i))Y1(i)+ G1(x(i))Y2(i), f'(x) = -H(x)と寵き換
えてみればわかる様に、汎関数(1)と全く同様のスカラー値関数f'(x)に関する標準正

則化問題である。

4 多価正則化ネットワークと学習アルゴリズム

4.1 多価正則化ネットワークの構成理論

以下、 n次元実数空間Rn上の h価スカラー値関数を近似する正則化ネットワーク

をMVSRTにもとづいて求める。

エネルギー汎関数 (24)の最小化問題における、平衡条件(Euler-Lagrange方程式

）は、各未知関数 Ft)(k = 1,2,・・ ・,h)に関する変分を零とおくことにより求められ
る。

籾 (h)[Fih),Fih), ... , F', 罰
oF?) = O 

これを実際に計算すると、次の h個の方程式が得られる (k= 1,2, ・・・，h)。

この方程式は、

N 

L(Y(i)) 
k-1 
砂 (x,Y(i))8(xー％））＋揺SFt>に） =0 

i=l 

N 

SSFt)(x) = --1 L (Y(i)) k-1 入 A(h¥x,Y(i))8(x一％））
i=l 

11 

(35) 

(36) 

(37) 



と変形できる。正則化ネットワークの場合と同様にして式(8)で定義される Green関

数を用いてこの偏微分方程式を解くと次の様に関数Ft¥x)が表される。

N 1 
が(:z:)=一心 (Y(i))

k-1 
A(hl(:z:(i), Y(i))K(:z:, :z:(i)) (38) 

i=l 

この表現は、各関数Ft)(x)が、 Green関数K(x心(i))の線形結合で表されることを

示している。ここで、

叩＝ー以(h)
入
(x(i), Y(i)) 

とおくと、式(38)は、次の形に表現されることがわかる。

N 

か(x)=区や (Y(i)f-1K(x, 咋））
i=l 

(39) 

(40) 

ここで、各 Kに関して、係数rt)が共通になっていることに注意。これは、 N個の未
知係数r?)によって、 h個の関数すべての重み係数が決定されることを示している。
図4は、以上の結果をもとに図示した h価関数を近似する正則化ネットワークであ

る。式 (23)において示した様に、関数系の逆変換を行う分解ネットワークには、 h次

の代数方程式を解く機能を与えられればよい。したがって、この部分は、前租 (11](12] 

の多重表面復元でも述べた Durand-Kerner法にもとづいて、この代数方程式の h個の

解を同時に求める数値解法をリカレント結合のネットワークで実現したり、あるいは、

別の正則化ネットワークを用いて逆変換の写像を近似的に実現してしまう方法が考えら

れる。後者の方法では、 「計算」は、フィードフォワード型で、分解ネットワークの重

み係数の学習は、もとの問題とは独立に行うことができ、また、解の退化の判定条件な

ども学習させておくことが可能であるというメリットがある。

4.2 多価正則化ネットワークの学習アルゴリズム

重みパラメータ r}h)を決める学習アルゴリズムは、式(40)において、

に、添字 iをjにそれぞれ置き換えた

N 

F?)(x(i)) = I: rり(Y(j)f-1K(x(i),x(j)) 
j=l 

を式 (39)に代入して整理すると得られ、次の N元連立1次方程式になる。

K叩 (h)+ z(h) = 0 

ここで、各行列とベクトルは次の様に定義される。

h 

K(h) = (均）= ({ I: (Y(i)Y(j)fー1 K(x(i)心(j))+馬i'
k=l } )  

位）＝（中，亭 ···,r~))T,

12 

のを％）

(41) 

(42) 



z(h) = ({ Y(1) r , { Y(2)『,••• , {Y(N)r) T (43) 

ここで、連立 1次方程式の次数が、多価度 hに依存しないという著しい性質をもつこ

とがわかる。連立1次方程式の計算量は、一般に、次数の3乗に比例して増加するの

で、この性質のメリットは大きい。

4.3 2価 2次元ベクトル値の正則化ネットワーク

本節では、 2価 2次元ベクトル値写像の正則化ネットワーク表現をベクトル値の多

価標準正則化理論から導く方法を述べる。

正則化問題 (32),(33)は、スカラー値の 2価標準正則化問題と同形式なので、これ

まで述べてきた2価スカラー値関数のMVRNでネットワークの構成と重みパラメータ

の学習を行うことができる。 H(x)を求める正則化問題 (34)は、 1価関数の標準正則

化問題であるから、従来の正則化ネットワークの理論に基づいてネットワーク構成と学

習アルゴリズムを導くことができる。

ベクトル値の多価正則化ネットワークの場合には、式 (29)の様な偽の解を取り除

くため、式 (30)の第3の拘束

2Y1Y2 + G心）Yl +G心）ぬ十H(x)= 0 

に基づいた判定を行うネットワーク構造を付け加える必要がある。

4.4 一般化多価正則化ネットワーク

(44) 

従来の一般化正則化ネットワーク (GRN)と同様に中問層＝基底関数の数を N

より少なくした一般化されたMVGRNを考えることができる。このネットワークは、

甚本構造は MVRNと同じであるが、ネットワークの重みの決め方が異なる。 1価関数

の場合と同様に、基底関数の中心の集合をち (j= 1, 2, ・ ・ ・, M < N)とおき、 Fk(a:)
に対応する近似解を凡(a:)として、

, __  ,, 占—.. ,, 

M 

凡(x)= I: 加 K(x,tぃ） (45) 
j=l 

とおく。ここで、残念ながら MVGRNの場合には、関数間で重みパラメータの共有は

できず、 hM個の未知パラメータを決定する必要がある。パラメークの学習アルゴリ

ズムを求めるためには、この式をエネルギー汎関数(19)に代入して（ただし、 Sk= S, 
ふ＝入とした。）、加 (k= 1, 2, ・ ・ ・, h; j = 1, 2, ・ ・ ・, M)に関して偏微分し、零とお
くことにより、次の hM元連立1次方程式が導かれる。

詔怜(h)+詞=o, (46) 
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ここで、

D『D叶入J D『D2

K(h) = D『D1 D[D叶入J

D{D1 D[D2 

D『Dh

DfDh 

... DrDh+入J

か = (f1,1, ・ ・ ・, f1,M, 和，1,・・・，f2,M,・ ・ ・, Th,1, ・・・，社，Ml,
的）= ((z(h))国 (z(h))亙，・・・，い）T Dh,)T' 
(D枷i= (Y(i)f-1 K(x(i), tぃ），

(J)ij = K(t(i), tu)), 

z(h) = ({ Y(l)} ¥ { Y(2)} ¥・・・，{Y(N)}ん）T

5 シミュレーションによる理論の検証

(47) 

Gaussian RBFの場合について、 CM-5上にアルゴリズムをインプリメントし、

シミュレーションを行った。分解ネットワークには、 Durand-Kerner法のリカレント

ネットワークを用いた。サンプルデータは、説明のために図 1に示したものを用い

た。これは、 3本の直線上にそれぞれ 500個のデーク点を平均 0,標準偏差 0.02の

Gaussianノイズを加えてランダムに発生させたものである。図 5は、 図 1のデー

タに対して、 xから yへの 3価写像を近似する正則化ネットワークを構成し、学習に

よって重み係数を求め、できた写像をプロットしたものである。基底関数には、 O'=

〇.1のGaussianを用いた。正則化パラメータは、入=10.0とした場合を示している。

6 多価正則化ネットワークによるビジョンのアルゴリズムの学習による実現

ビジョンやパターン認識の多くの問題は、画像から、ある空間への写像を構成する

問題と考えられる。従って、本稿で提案した正則化ネットワークは、これらにおいて、

一般に多価写像が必要になる場合に応用することができる。以下、ビジョンの場合につ

いて考察する。

例えば、コンピュータビジョンでは、適当な仮定のもとで導かれる画像生成過程の

光学的、幾何学的基本拘束条件と「滑らかさ」などの事前知識を導入し、適当な近似手

法や最適化手法を用いて解析的あるいは数値的手段でこの写像を求めることによって必

要なアルゴリズムを構築する。しかし、

1. この基本拘束条件を厳密にあるいは近似的に求めることは、かなり単純化された

状況以外では一般に難しい。

2. それにもまして、この基本拘束条件にもとづいて逆問題を解く解析的、あるいは

数値的アルゴリズムを求めることは、一般に非常に困難な問題である。
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3. 解析的アルゴリズムでは、一般に、データに誤差が含まれない場合には厳密解が

得られる。しかし、多くのビジョンのクスクでは、厳密解が得られる必要はかな

らずしもない。

一方、例からの学習によって、ビジョンの問題を解く写像を関数近似を行うネット

ワークなどを用いて求めればよいという立場も存在する。これは、基本拘束条件から出

発する方法はあきらめて、ビジョンの逆問題を解く写像を近似的に構成できればよいと

考える。この写像の構成による方法には、一般に、次の様な問題が存在する。

1. 一般に逆問題では、たとえ「滑らかさ」などの事前知識による拘束を用いても最

終的な解が複数組（有限個）存在する。これは、多義的知覚、多義的解釈、透明

視、複数物体が存在する場合などである。従って、逆問題の写像は、一般に多価

写像となる。

2. 例からの学習は不良設定問題であり、写像の「滑らかさ」の様な事前知識が必要

である。しかし、一般に逆問題の写像は、至るところ滑らかであることは無く、

特異点や不連続が存在する。このような写像の多価性、特異点、不連続の存在は、

一般に解析的手段で知ることができるものであり、解析的アルゴリズムでは、方

程式が退化する場合や、符号の判定などによる場合分けに相当するものである。

問題が複雑になるにつれてこの種の解析は非常に繁雑になる。

本報告の多価写像の近似理論によって、解析的手段によらずに逆問題における多義的解

釈、多重属性や不連続を学習によってフィードフォワードネットワークに実現すること

ができると考えられる。

7 まとめ

標準正則化理論に基づいた、関数近似＝学習の理論である正則化ネットワーク (RN)

の理論を拡張し、多価関数を近似することができる多価正則化ネットワーク (MVRN)

の理論を構築した。 MVRNは、もともとは透明視における多重表面復元モデルのため

に、標準正則化理論を拡張して得られた多価標準正則化理論(MVSRT)に基づいて構

築された。 MVRNによると、学習サンプルデータ数と同一の次元の連立1次方程式を

解くだけで多価関数の近似を行う多層フィードフォワードネットワークが構成できる。

また、中問層＝基底関数の数を学習サンプル数よりも少なくした一般化正則化ネット

ワーク (GRN)の多価関数への拡張である多価一般化正則化ネットワーク (MVGRN)

の理論も導いた。これにより、ビジョンをはじめ、一般に、逆問題が多価写像になる様

な（生体）情報処理課題における逆モデルの学習による実現が容易になるものと考えら

れる。

今回は基底関数の中心とノルムが固定された場合の理論を展開したが、これらも学

習可能にすると、より高精度な写像が、少ない基底関数で学習できる様になる。この拡
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張は、 Poggio& Girosi [7]における方法と同様にして実現できると考えられるが今後

の課題としたい。

MVRNでは、関数系の置き換えによって、一つの正則化ネットワークで多価関数

を近似したが、目的によっては、別々のネットワークに学習させたい場合も存在する。

この場合にも基本関係式 (20)を学習アルゴリズムの導出に用いることができる。すな

わち、この基本関係式の 2乗残差を誤差関数とすることにより、学習アルゴリズムを

導くことができる。このアルゴリズムは、係数が相互に依存しあった h組の連立1次

方程式群となり、単純な数値計算では、最適解が得られる保証がなくなるが、従来のモ

ジュラーネットワークよりも見通しのよい計算になる。また、これと同様にすれば、多

価関数の基本関係式 (20)は、正則化ネットワークに限らず、多層パーセプトロンなど

従来のフィードフォワードネットワークを用いたモジュラーネットワークによる多価写

像の学習にも用いることができるであろう。
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図 1:3価写像によってモデル化されるぺき入出力学習データの例

Fig.1 Input-output learning sample data which is to be modeled by a three-valued mapping. 
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Y = f2(X) ・---
Equation of two-fold surface: 

(y-fi(x)Xy-f,_(x)) = 0 

X 

図2:多価写像の代数式による直接表現

Fig.2 Direct representation for multi-valued mapping using an algebraic equation. 
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図 3:(1価）正則化ネットワーク

Fig.3 (Single-valued) regularization network. 
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図4:h価正則化ネットワーク
Fig.4 h-valued regularization network. 
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図5:シミュレーション結果の例(3価正則化ネットワークによる近似）

Fig.5 Simulation results of three-valued regularization network. 
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