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あらまし

コンピュータビジョンの分野で頻繁に用いられている標準正則化は、先験的な情

報を用いて不良設定問題を良設定問題に変換する理論である。この先験的な情報と

は多くの場合、得ようとする関数が滑らかであるというものである。従来、この滑

らかさを計る尺度は物理的には変形体のエネルギーに相当するものであり、変形体

としては、薄膜および薄板単体、あるいはこれらを複合したものが用いられてきた。

しかし、自然地形や自然画像の中にはこれらの尺度を用いた正則化では原画像のパ

ワースペクトルを正しく復元できない画像が多くあり、改善の余地があった。そこ

で本論文では連続次数に一般化された微積分演算子を用いることで薄膜モデルと薄

板モデルの統合・一般化を行ない、滑らかさの尺度の一般化を行なう。そしてこの

一般化された滑らかさの尺度を用いた正則化手法と最適な滑らかさの尺度パラメー

タの決定方法を示す。さらにこれらの手法を初期視覚問題であるスパースなデータ

からの面復元に適用し、計算機実験により従来手法との比較を行ない、一般化され

た滑らかさの尺度の優位性を示す。
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Abstract 

The standard regularization is a theory that converts ill-posed problems into 

well-posed problems by assuming some a priori information about solutions. This 

assumption is usualy concerned with smoothness of a function that is a solution 

of the problem. In order to measure smoothness of a function, membrane or thin-

plate measure have been used, which are deformation energy of a membrane and a 

thin-plate, respectively. We generalize smoothness measure by using a continuous 

order differential-integral operator. We apply this generalized measure to surface 

reconstruction from sparse data and show it's usefulness and superiority comparing 

to thin-plate measure. 

Keywords 

regularization, differential-integral operator, smoothness measure, surface recon-

struction, Green function 
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1 まえがき

コンピュータビジョンの分野で近年盛んに用いられている標準正則化は、得よう

とする解に対する先験的な知識あるいは事前情報を拘束条件として積極的に導入し、

変分法に基づく最適化手法を用いることにより不良設定な逆問題を良設定問題に変

換し物理的にもっともな解を与えるひとつの理論である [11)。ある種の初期視覚問

題、例えば、 「陰影からの形状復元」 [4]、 「エッジ検出」 [12]、 「オプテイカルフ

ロー」 [3]、 「面復元」 [17]を解くうえでは、この先見的な知識あるいは事前情報に

基づく拘束条件は「滑らかさの拘束条件 (smoothnessconstraint)」と呼ばれ、復元

画像やフローが滑らかになるように適当な微分演算子を用いて作られる。

面復元を考えてみよう。これはスパースに観測された奥行きデータから元の曲面

を復元する問題であり、我々の視覚過程の初期の段階で行われていると考えられて

いる。標準正則化による面復元は本質的にはスプライン平滑化と同じであり、離散

的に与えられたデータにノイズが含まれている場合に、ノイズを取り除きつつ離散

データを補間するというものである。

さて、この面復元で用いられる滑らかさの拘束条件としては、従来より物理的に

薄膜、薄板の曲げのエネルギーを表すもの [18][1][7]、あるいは Terzopoulosによって

導入された "splinesunder tension"と呼ばれる、局所的に曲面の滑らかさをコント

ロールするように薄膜と薄板のエネルギーを複合したものが用いられてきた [17]。

これらの拘束条件は、薄膜および薄板に対してそれぞれ 1次および 2次の微分演

算子から構成されることにより、復元面のパワースベクトル（エネルギースペクト

ル）はそれぞれー2,-4のべき指数を持つものになる。従って、原曲面のスペクトル

がこれらの復元面のスペクトルに一致しない場合、すなわち、原曲面の滑らかさが

薄膜や薄板モデルでは表すことが不適切な場合は、明らかに物理的に適切な復元を

行なうことは出来ないのである。

また、 Pentland[lO]やMandelbrot[6]が指摘しているように、自然界にはべき指数

がー2とー4の中間のパワースベクトルを示す曲面や画像が多く存在することを考慮

すると、従来の滑らかさの尺度のみでは自然地形や自然画像の性質を反映した面復

元を行なうことは困難であると思われる。

この問題に対して Szeliskiは先の splinesunder tensionモデルと多重解像度表現

を組み合わせることで、薄膜と薄板の中間のパワースペクトルをもつフラクタル画

像の復元を行なった [15]。しかし、この方法は荒い解像度から細かい解像度へと、順

次、曲面を復元するものであり直接任意の解像度での面を復元することは出来なかっ

た。
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そこで本論文では、滑らかさの尺度を構成する通常の整数階の微積分演算を行な

う微積分演算子を実数階の演算を実行できるように一般化することで薄板と薄膜の

変形エネルギーを統合・一般化し、滑らかの尺度の一般化をおこなう。その結果、

多重解像度表現を介するなく薄膜と薄板の中間のパワースペクトルを復元面に持た

せることができるように標準正則化の拡張をおこなう。

以下、次節では標準正則化の簡単な説明とグリーン関数を用いた正則化解の導出

を行なう。第 3節では滑らかさの尺度の一般化と滑らかさの尺度パラメータである

スムーズネス指数の決定手法を示し、第 4節では面復元問題への具体的応用を行な

う。第5節ではまとめと今後の課題について述べる。
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標準正則化

標準正則化では次式で定義されるエネルギー汎関数E[J]を最小にする連続な一価

関数fげ）を求める。

N 

E[f] = I:(g; -J(r-;))2□ IIQJ(門112
i=l 

(1) 

ここで、 9iは観淵データであり、面復元問題ではスパースな奥行きデータである。

また、入は正則化パラメーターと呼ばれる正実数、 Qは線形作用素、 Nは観測デー

タ数。式 (1)の右辺の第2項は復元される曲面に対する拘束条件であり、ベイズ推定

の立場からは復元される曲面群の事前分布を表すと考えることができる。通常、こ

の項において Q としては微分演算子を採用することで連続関数fげ）の連続性を限定

する。このとき、この第 2項は関数J(i)の全体としての滑らかさを計っていると考

えられるから、これを滑らかさの尺度と呼ぶ。従来から用いられてきた薄板モデル

および薄膜モデルでは滑らかさの尺度は、 fx=紐と書くと、それぞれ、

J J J; + f討xdy

J J f;x +噂+f;Ydxdy 

である。

、1
,

、1
,

2

3

 

（
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さて、正則解 f(門を求めるために、式 (1)の変分を実行すると Euler-Lagrange方

程式は

N 

紐=I: 附ー月）(J(丹）ー叫＋入Q*QJ= 0 
i=l 

(4) 
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である。 Q*はQの共役作用素。式 (4)を適当な境界条件のもとで直接解く

こともできるが、ここでは Q*QG(和灼） = 8(月一村）を満たすグリーン関数 G(吋；弓）

を用いた解法を示す (13]。このグリーン関数を用いると f(門は次式のよう表現でき

ここで、

る。

厄=±鸞(g;-f(月））Gげ；丹） (5) 

式 (5)を解くために、 ci= (gi -J(ri))/入とおくと Ciは次式の連立方程式より求ま

る。

(G+,¥J)c=f (6) 

ただし、 1は単位行列、 (c)i= ci, (G加=G(元r-;),(f)i = f(丹）である。よって、

式 (1)の汎関数E[J]を最小にする f(門は次のように求まる。

N 

f(門=I: 虚 (r'済）
i=l 

(7) 

ただし、 Cは式 (6)より求まる。 入=0の場合も、式 (6)と式 (7)を連立させれば正

則解を計算することができ、この場合はデータ点 9iを通る曲面が正則解として得ら

れる。

ここで、グリーン関数G(月；灼）の性質について商単にふれておく。式(4)のQ*Q

が自己共役演算子の場合、これに対するグリーン関数は対称、すなわち G(r"i;名）＝

G(和月）である。その結果、式(6)の行列 Gは対称行列であり実固有値を持つ。ま

た、 Qが並進対称かつ回転対称な演算子の時、対応するグリーン関数は動径関数、

すなわち G(r1;灼） = G(¥r1 -r2¥)である。

通常、グリーン関数は適当な境界条件のもとで決定されるが、ここでは Q*QG(r1;母）＝

8(月ー合）の主要解（あるいは基本解）をグリーン関数として採用する。このとき上

述した薄膜モデルおよび薄板モデルに対するグリーン関数は、それぞれ

1 
G(r1; せ）＝一ln(lr1-r引）

21r 

G(r1; 灼） =~ 旧—誓 ln(lr1 -r2!) 

、1
,

、1
,

8
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（
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である。
●
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3 滑らかさの尺度の一般化に基づく正則化

この節では復元される面の滑らかさを制約する従来から用いられてきた尺度であ

る薄膜モデルおよび薄板モデルを実数次の微積分演算子を導入することで統合・一

般化し、これに対するグリーン関数を導出する。また、復元データとノイズに関す

る事前知識があれば特別な場合は 2乗誤差最小の意味で最適な滑らかさの尺度を決

定できることを示す。

3.1 滑らかさの尺度の一般化

式 (2)および式 (3)で表される滑らかの尺度を一般化し様々な滑らかさを表すため

に、次式で定義される一般化微積分演算子naを導入する10 

00 

町 (x)三 jesgn(k)苧lkげ(k)e叫 k
-oo 

(10) 

ただし、次数 aが負整数の場合は積分を、また正整数の場合は通常の微分を行なう

ものである。この演算子の導出については付録 1で述べる。

この一般化微分演算子を用いると式 (2)および式 (3)で定義される薄膜と薄板の滑

らかさの尺度は次式により統合、一般化される。

IIQJ(r)ll2 = 

｛言言::賃 f(i'JII'

1次元

2次元

(11) 

ただし、 D~,ni はそれぞれ x,y に関する偏微分演算子であり、薄膜および薄板の滑

らかさの尺度はそれぞれa= 1, 2に対応する。実数パラメータ aは滑らかさの尺度

を規定するものであるから、以下では「スムーズネス指数」と呼ぶ。

空間次元が nでスムーズネス指数が aであるときのグリーン関数を勾と書くと、

式 (11)から導かれるグリ→関数は付録2より

Gr(lxl) = l二{(-!)'"-;:□, ~Ln (2<>~ 整数）

sin(7ro)r(l-2o) lxl2o-l (2a =/整数）

(12) 

1これは Rieszによって導入された演算子と同等である [14]。
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ノ， 

G約(r)= 
-r 2a-2 

220-rrr(2a-1) 
． (2a =整数）

{I: 岱嘉~/2)-1 (-l)2a+n-1 (2: ー1)(心(a-n) + log(子））

+I:!~ 『;+1121 (-1r (2c,~ ー1)(心(n+ l -a) + logU))} 

嗅~:]~1r2a-2 . (2aパ整数）

(r: 位認2)-1三二ニ([2u)-u-m)
r(a-m) 

+I: 
[2a]-1 (-l)m([2古）r(m-a+l) 
m=(a+l/2] r(m+a+l-(2a])) 

(13) 

である。ただし、 k(x,n) =心(n)-loglxl―号sgn(x),心(n)= -,+1+炉＋・・・十~,,
はオイラ一定数、心(x)= f;logI'(x),I'(x)はガンマ関数で、 [x]はX を超えない最

大の整数を表す。

ここで、上で導出されたグリーン関数の非正則性に関して述べておく。空間次元

が 1 次元の場合、式 (12) から a~½ の時はグリーン関数は x=Oで非正則である。

また 2 次元の場合は式 (13) から a~1 の場合に原点で非正則である。これらの場

合、式 (6)では展開係数 Cを求めることが出来ず正則解を式(7)の形で求めることは

できない。特に空間次元が 2次元の場合は薄膜モデルに対するグリーン関数は係数

を除いて lnrとなり、正則解は式 (7)の形では求められない。

3.2 スムーズネス指数の決定

式 (12)あるいは式 (13)で導出されたグリーン関数を用いて式 (6)と式(7)から正

則解を得るには二つのパラメータ、則ち正則化パラメータ入とスムーズネス指数 a

を事前に決定する必要がある。正則化パラメータの決定に関しては様々な決定方法

が知られているので本論文では触れない（参考 [21][2])。本節では滑らかさの尺度

を調整するスムーズネス指数の決定のみを取り上げる。

さて、 2乗誤差最小の意味で最適なスムーズネス指数を導く為に Wienerフィルタ

を考えよう [9]。

観測作用素 H、原画像f(門、観鵜画像g(i)、およびノイズ n(11の間に

g(r)=H・f(門+n(r) (14) 

の関係が成立すると仮定する。この時、原画像とノイズのパワースベクトル密度を

それぞれ、 SJJ,Snnとすれば移動不変な Wienerフィルタのフーリエ成分は

W(k)~l!iklt [旧(k)ド+t言｝］ー1 {15) 
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とかける。サンプリングデータの位置は分かっているので H(k)= 1としてよい。

よって式 (15)から

W(k) = [1+~; 悶］―1

が導かれる。今、各パワースペクトル密度が

Snn(k) CX: lkl―{3 

SJJ(k) ex: !kl―7 

(16) 

(17) 

ならば、式 (16)より Wienerフィルターによる正則解のブーリエ成分は

f(k) = 
g(k) 

1+入Ikl-Y—/3 

とかける。ここで、入は定数。

一方、データサンプリングが連続的な場合、標準正則化による正則解のフーリエ

成分は

(18) 

f(k) = 軍）
1 + (21r)2/¥j/l,j―-

であることが商単に分かる。式(18)と式 (19)の波数のべき指数を比較すると、

1 
a=2(,-f3) 

(19) 

(20) 

の時、各々の正則解は定数係数を除き一致することがわかる。定数係数は適当なス

ケール変換によって取り除くことができるから重要なのはフィルターの形状を決め

るベキの指数である。よって式 (20)に従ってスムーズネス指数を決定した正則化フィ

ルターは Wienerフィルターと同等になり、このようにして得られた正則化フィルター

は原画像と復元画像の 2乗誤差を最小にするフィルターである。従って、ノイズと

原データのパワースペクトル密度が事前に知られていれば式(20)に従って 2乗誤差

最小の意味で最適なスムーズネス指数を決定することが可能である。

4 面復元実験

面復元は、我々人間の視覚過程の初期段階では、両眼立体視の照合過程を経て得

られたスパースな奥行き情報から 3次元曲面を再構成する初期視覚問題である。ま

た、レンジデータから奥行きを復元する問題も面復元問題として定式化できる。こ

のように面復元問題はビジョンシステムを構築する上で重要な問題の一つである。

，
 



この節では一般化された滑らかさの尺度を用いた面復元と従来の薄板モデルによ

る面復元とを比較する計算機実験を行なった。

復元される面とノイズのパワースペクトル密度が知られている場合、薄板モデル

による面復元と一般化された滑らかさの尺度を用いた面復元を比較する実験を行っ

た。原曲面はパワースベクトル密度が lkl-3に比例し、分散を 1に規格化した 64x64

点データからなる。観測データは原曲面からサンプリング密度 5%のランダムサンプ

リングを行った。また、観澗データにはN(O,0.1)のガウシアンノイズを加え、正則

化パラメータは両者とも同一の値を持たせた。

この場合のスムーズネス指数の理論値は式 (20)で1= 3,/3 = 0とおくことにより

a= 1.5である。なお、復元誤差を計るために次式の量を定義する。

(J' 
2 

J-j 
e= 

叶

ここで、び］は原曲面の分散、び；ゴは原曲面と復元面との差の分散である。

(21) 

図 1が復元結果である。奥行きを濃淡で示してある。上左が原曲面、上右がサン

プリング位置、下左がスムーズネス指数を a=1.5とした一般化された滑らかさの

尺度に基づく正則化解、そして、下右が薄板モデル (a= 2.0)による正則化解であ

る。定性的には a=1.5とした復元画像（面）の方が原画像の外形や凹凸をより正

確に表している。復元誤差 eはa=1.5の時は 0.186であり、薄板モデルに相当する

a= 2.0の場合は 0.298であった。前者の方が補間誤差が少ないことがわかる。

固2は図 1のそれぞれの曲面（画像）に対するパワースペクトルを表示した。 O'.= 
1.5とa=2のグラフを比べると波数の小さい方では O'.= 1.5の場合の方が、スベク

トル値およびグラフの傾き共に原曲面のスベクトルに近いことが分かる。一方、高

波数側では両者の差異はないが、これは平均サンプリング幅に対応する波数以上の

成分への正則化の影轡はスムーズネス指数に依存しないことによると考えられる。

一方、式 (20)で決定されるスムーズネス指数の最適性を検証するために、観測デー

タに N(O,0.01)のガウシアンノイズを加えたサンプリング密度1%の異なるサンプ

リングパターン 50例の観澗データからの復元誤差の平均を図 3に示した。固中、上

はaが 1.01から 2.00までの範囲をプロットし、下は O'.= 1.5近辺を拡大した図であ

る。これらのグラフから復元誤差 eはa= 1.45で最小になっていることが分かる。

理論から最適なスムーズネス指数は O'.= 1.5であるから、実験結果はほぼ理論と一致

している。
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5 むすび

本研究の目的は、自然地形や自然画像に代表される非整数次のベキ指数をもった

パワースベクトルを示す曲面（画像）に対して物理的に適切な解を与えるように標

準正則化における滑らかさの尺度を一般化することであった。そのために初期視覚

過程である面復元問題において従来から用いられてきた物理的には変形体の変形工

ネルギを与える薄板モデルおよび薄膜モデルを非整数階の微積分演算子を導入する

ことで統合、一般化し、より自由度の大きな面モデルを構成した。これにより、今

まで離散的にしか定義されていなかった滑らかさの尺度を連続的に取り扱えるよう

に一般化した。また、最小2乗フィルターとして知られる Wienerフィルターの理論

から、原曲面と観凋に伴うノイズのパワースベクトル密度が知られている場合には

原曲面と復元面との誤差の 2乗を最小にする意味で最適な滑らかさの尺度を決定す

る方法を与え、計算機実験によりこの手法の妥当性を検証した。

次に一般化された滑らかさの尺度の応用について述べておく。著者は以前、この

応用として「スムーズネススペース」を提案した [8]。これはカーネルが座標とスムー

ズネス指数をパラメータとする拡散方程式を満足する、ガウシアンスケールスペー

ス[20]と同様な性質をもつ空間である。しかし、ガウシアンスケールスペースがス

ケール変換によって得られる空間であるのに対して、スムーズネススペースは関数

の連続性に蒲目し、関数の滑らかさを連続的に変化させることにより導出された空

間である。つまり、画像を連続的にぽかす代わりに連続的に滑らかにすることが可

能な空間である。また、一般化された滑らかさの尺度は薄膜および薄板の変形エネ

ルギーを一般化したものであったから、薄膜や薄板といった物理的なアナロジーだ

けではモデル化が不十分な場合には一般化された滑らかさの尺度を応用することで

新たな変形体モデルを構築することも可能である。

最後に、この論文では言及しなかったこと、および今後是非とも行なわなければ

ならないことについて述べておく。

第 1に滑らかさの尺度の自動決定である。復元する面と観測に伴うノイズに関す

る先見的な情報が得られないことが通常であるから、本論文で言及した滑らかさの

尺度の決定に関する手法は汎用性がある手法であるとは言いがたい。我々が扱える

情報は観澗データのみであることから観測データから滑らかさの尺度を推定する何

らかの手法が必要である。この手法に関して、 G CV (generalized cross validation) 

によるパラメータ推定の方法 [5][21]やABIC (ベイズ情報規範）の最小化による方

法 [19]が考えられる。自然地形や自然画像、あるいはより一般的に我々の周囲から

観測される画像は必ずしも滑らかさに関して等方性や均一性を持たないから、これ
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らの手法を用いてスムーズネス指数を推定する際には、単に面全体に対するパラメー

夕推定を行なうのみではなく、局所的な推定を行なうことも重要であると思われる。

第2に面の不連続の導入である。従来、面の不連続を考慮した正則化は線過程 (line

process)を導入したためにエネルギー汎関数が 2次形式ではなくなり、その結果と

して Euler-Lagrange方程式が非線形になり解の非最適性等が常に問題になってきた。

そのため線形理論である標準正則化の枠内で不連続を扱うことは不可能であったが、

最近、志沢 [16]は今まで 1価関数にしか適用できなかった標準正則化を多価関数を

扱えるように理論的拡張を行ない、異なった面の境界として不連続を扱えることを

示唆した。従って、この拡張された標準正則化を用いれば線形理論の枠内で、しか

も従来の線過程を用いること無しに不連続を扱うことが可能となるだろう。

このように正則化問題を線形理論の枠内で扱うことにより解の最適性を保証して

正則解を計算し、さらに画像の非等方性や不均一性を考慮することでより実用性の

高い正則化手法を生み出すことは工学的に応用する上で重要であると考える。
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付録

付録 1一般化微積分演算子の導出

実数次の微分演算を定義するために連続関数f(x)のn階の微分 (nは整数）を考

えよう。 J(x)のフーリエ変換f(k)= 1/21r J f(x)e―ikx心を用いると n階微分は

訂 (x) oo 
言 =j (ik)寸(k)eikxdk (1.1) 

-oo 

と表される。 (ik)a= eaLog(ik) (Logは対数関数の主値）と決めると、 Log(ik)= 
log jkj + sgn(k)がであることに注意して、式 (1.1)から一般化微積分演算子均を次

式で定義する。

叩 (x)三 Jooesgn(k)剛KLザ(k)り疇 (1.2) 
-oo 

これは aが正整数のときは微分演算を、負整数のときは積分演算を実行する。また、

D~ は次の公式群を満たす。

(1.3) 

(1.4) 

(1.5) 

(1.6) 

ー・

虎=f(x) 
n d可(x)

D』(x) = dxn (n = 1, 2, ・・・）

n;-n訂(x) = D竺勺(x)

応 ・D□(x) = j -00 oo ¥kl可(k)eikxdk 

ただし、 n;aは店の共役な演算子。

付録2グリーン関数の導出

式 (11)に対する n次元グリーン関数を G訊x)と書くと、 n= 1,2に対してグリー

ン関数は

Gf (¥x¥) =上Joo¥k¥―2DI eikxdk 
21r -oo 

(2.1) 

Gg(r) ーニj00lkl-20, 裏這
(21r)2 -oo 
I 00 kJ0(kr) 

= -j dk 
21r o k加

(2.2) 

である。式 (2.1)の計算は lkl-20/を超関数と見なせば計算できて式 (12)を得る。ま

た、式 (2.2)の積分計算は 1< 0: の場合、非積分関数の原点での特異性のために発

散する。しかしグリーン関数の計算では無限大の定数項は無視できるから 1< 0: の
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場合も発散積分の有限部分としてグリーン関数を計算すればよい。すなわち式(2.2)

の代わりに次式を計算すればよい。

1 00 
叩）＝一pfj k1-20J0(kr)dk 

21r 0 
(2.3) 

ただし、 pfI・.・dkは発散積分の有限部分を表す。式 (2.3)から式 (13)を導く際には

と

00 
pf J戸 J。(kr)dk= 

J。 (kr) log kdk (2a =整数）
-1 Joo (2aー1)

(2a -2)! o 

Joo k(2a]-2a JJ(2a]-l)(kr)dk 

n゚巴や(2a-n-1)
(2aヂ整数）

心（（千）+ log(2/r))) j00 log kJ,.,(kr)dk = 

゜
さらに、

Joo戸 J,.,(rk)dk= 2a-1r((a + v)/2) 
0 rar((v -a)/2 + 1) 

の関係を用いた。
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(2.5) 

(2.6) 
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図 1:スパースデータからの面復元の例
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図 2:復元面のパワースペクトル
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1.7 

図 3:復元誤差
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