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あらまし

視批情報処理における複数の重なり合った表面の復元問題（透明視（トランスペア

レンシー）と呼ばれる）に代表される多価関数によるデーク近似を実現するために、標

準正則化理論の拡張を試みる。従来の標準正則化理論は、関数がある滑らかさをもった

一価関数であるという前提条件のもとでデータの関数近似をすることができたが、物体

境界などにおいて関数が不連続になる場合は、線過程の様な滑らかさの切断を表現す

る補助的な場やそれと同等のメカニズムを導入する必要があった。また、多重表面の復

元のための多層表現法も提案されているが、これもまた、データの所属を表す補助的な

場を導入する必要があった。これらのアプローチのいずれも、エネルギー最小化問題が

一般に非 2次かつ非凸の非線形最適化問題となり、インプリメンテーションにかなりの

工夫が必要であった。このために、この分野の研究は、この最適化をいかにうまく行う

かに関心が集まっていた。本論文では、テンゾル積の概念に基づいた多価関数の直接的

表現法を提案し、これら補助的な場を導入しなくても、多価関数によるデータの関数近

似問題を 1個の 2次汎関数のエネルギー最小化問題に帰着できることを示す。したがっ

て、この場合、 Euler-Lagrange方程式は線形になり、従来の標準正則化理論のために

用いられてきた最適値への収束が保証された最適化手法が匠匠そのまま利用できる。さ

らに、この拡張された標準正則化理論を用いて透明視モデルのための 2重表面復元の緩

和型超並列アルゴリズムを導出し、シミュレーション結果を報告する。
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Extension of the Standard Regularization Theory into Multi-Valued 

Functions: Reconstruction of Smooth Multiple Surfaces via Mas-

sively Parallel Relaxation 

Abstract 

An extension of the standard regularization theory is proposed for data approx-

imations by multi-valued functions which are essential for such as the transparency 

problems in computational vision. Conventio叫 standardregularization theory can 

approximate scattered data by a single-valued function which is smooth everywhere 

in the domain. However, to incorporate discontinuities of the functions, we need 

to introduce the line process or equivalent techniques for breaking the coherence 

or smoothness of the approximating functions. Recently, multi-layer representa-

tions have been utilized for multiple overlapping surface reconstruction. However, 

it should incorporate auxiliary fields for segmenting the given data. Further, these 

two different approaches share the difficulty in implementing optimizations of their 

energy functionals, since they become non-quadric, non-convex minimization prob-

lem with respect to unknown surface and auxiliary field parameters. In this paper, 

by using a direct representation for multi-fold surfaces based on tensor product, we 

show that the data approximation by a・multi-valued function can be reduced to 

minimization of a single quadric functional. Therefore, since the Euler-Lagrange 

equation of the functional becomes linear, we can get benefit from simple rela.--<ation 

techniques of guaranteed convergence to the optimal solution. 

Keywords: Standard regularization theory, Multi-valued functions, Transparency, 

Tensor product, Optimization, Surface reconstruction. 
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1 はじめに

正則化理論 (regularizationtheory)は、視覚情報処理をはじめとする不良設定の逆

問題を解くための一般的な理論的枠組である [12][13][22]。その中でも、いろいろな視

覚情報からの滑らかな物体表面の復元は 3次元世界を推定するための重要な手段であ

る。人間も初期視覚や中期視覚、運動制御の問題を解くためにこの理論に基づいたメカ

ニズムを用いているといわれている [12][15]。さらに、物体認識の様な高次の視覚機能

においても正則化理論に基づいたモデルが提案されている [17]。より一般的には、学習

＝関数近似という視点から正則化理論に基づいた学習のニューラルネットワークモデル

（正則化ネットワーク）が Poggio& Girosiによって提案されている [16]。

この様に、正則化理論は、視覚情報処理をはじめとした生体情報処理の基本原理と

して極めて甚本的な役割を果たすとともに、汎用の逆問題や閃数近似のための甚礎理論

として工学的にも極めて重要な数理的方法を提供する。しかし、未知関数に関して 2次

の汎関数の最小化問題として定式化される標準正則化理論 (StandardRegularization 

Theory)では、近似関数は空間の至るところで滑らかな一価関数であるという前提条

件があった。したがって、例えば視覚情報処理において、物体の境界やかどにおける様

な、表面の不連続、および、真に重なり合った複数の表面の復元が必要な透明視（トラ

ンスペアレンシー） [9] [18] [19] [20]の場合を正しく扱うことができない。

近似関数の不連続を許容した正則化を行うためには、たとえば、 Geman& Geman 

らの線過程 (lineprocess)モデルの様に、滑らかさの伝搬を不連続の位附で局所的に禁

止するメカニズム [5]、Terzopoulosの滑らかさ拘束の重みを適応的に制御 [21]する方

法など、不連続の検出と区分的に滑らかな表面の復元を同時に実現する方法が提案さ

れ、種々の変形や近似解法が試みられてきた [2][4]。そして、これらの方法は、人間の

物体境界知批やエッジ情報に基づいた視銚モジュール統合の基本メカニズムとしても用

いられてきた [14]。

しかし、この様に滑らかさの程度を局所的に制御するだけでは、透明視の様に、真

に重なり合った複数の表面に対応するデータが混在している場合には、ほとんど至る

ところで表面が不連続となってしまう。そこで、近年、コンピュータ・ビジョンや視覚

の計算理論では多層表現 (multi-layerrepresentation)と呼ばれる複数のレイヤーの集

合として表面や運動を表現する手法がいくつか提案されてきている。例えば、 Darrel

& Pentlandは、パターンの多層表現を用いて動画像の直接セグメンテーションを行い

[3]、Wang& Adelsonは、同様なメカニズムを用いてオプティカルフロー場の直接セ

グメンテーションを行った [23]。Kerstenは、単眼の透明視において [9]、Maclarasmi

らは、両眼立体視において [11]それぞれ多岡表現モデルによる表而の表現法を用いた

多重表面の知覚モデルを提案している。しかし、これらの方法では、デークが真に重な

り合った場合を想定しておらず、表面のモデルは多重であるが、デークは画像面の各点

に1個づつしか与えることができなかった。そこで、安藤 [1]は、各デークに表面への
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所属を表す変数を割り当て、エネルギー汎関数のデーク項をその変数でスイッチするこ

とにより、データの複数表面へのクラスクリングと滑らかな表面の復元を同時に行う方

法を提案した。

一般に、これらの方法は、表面や運動のパラメーク以外に多数の補助パラメータを

導入し、さらに、それらがエネルギー汎関数のデータ項に積の形にかかるため、その最

小化問題は非 2次かつ非凸の一般の最適化となり、もはや標準正則化理論の枠内では

扱えず、局所最小解を避けるために、かなり複雑な最適化手法を導入しなければならな

かった。例えば、エッジを保存した画像復元や、不連続を保存した区分的に滑らかな表

面復元の問題に対して次の様なアプローチが採られてきた。 Geman& Geman[5]は、

線過程との結合マルコフ場モデルで表現し、それから導かれるエネルギー最小化問題に

熱力学をモデルとした模擬焼きなまし (simulatedannealing)法 [10]を用いた。 Blake

& Zisserman[2]は、不連続を含むデークの滑らかな表面による近似にエネルギー関数

の凸関数による近似と最適化を繰り返し行う GraduatedNon-Convexity (GNC)アル

ゴリズムを提案している。 Geiger& Girosi [4]は、平均場近似 (meanfield a.pproxi-

mation)と呼ばれる統計物理学の近似手法を用いて、確率的緩和法によらずに決定論的

な最適化を行う方法を提案した。多層表現モデルにおいても、 Darrel& Pentland[3]、

Kersten[9]、 Mada.r邸 miら[11]は模擬やきなまし法を用いており、安藤 [1]は、平均

場近似を用いている。模擬焼きなましは、数学的には大局的最適解への収束が保証され

ているものの、計算量が膨大であり、また、焼きなましの温度のスケジュ・ーリングが難

しい。平均場近似や GNC法は、実用的には十分な場合もあるものの、大局的最適値が

得られる保証はない。

本論文では、エネルギー関数のレベルで補助的な場を一切導入しなくても、テンゾ

ル積を用いて、多価関数のための正則化問題を一価のベクトル値関数のための標準正

則化問題に変換できることを指摘する。すなわち、多価関数の正則化についても、 2次

のエネルギー汎関数の最適化問題に帰着することができるのである。（本腑では、この

多価関数に拡張された標準正則化理論を多価標準正則化理論 (Multi-ValuedStan-

<lard Regularization Theory)と呼ぶことにする。）

正則化理論によって 2次元平面上でスパースに配樅されたデークの関数近似を行う

繰り返しアルゴリズムは、超並列計算機や生体情報処理を想定したマルコフ場モデル、

そのアナログ抵抗ネットワークによる実現 [13]などの応用がある。また、一般次元に

おける標準正則化理論は、 n次元空間にまばらに分布した m 次元デークが与えられた

時に n次元実数空間 Rnから m 次元実数空間 Rmへの写像、すなわち RnX Rmの

グラフあるいは超曲面を生成するための学醤の理論とも考えられる [16]。したがって、

本理論は、標準正則化理論の適用範囲と柔軟性をさらに大きく広げる可能性がある。

以下では、まず、第 2章において、 n= 2, m = 1の2価スカラー値閃数の場合

に相当する 2次元 2重表面のスパースなデークからの正則化について、その離散近似に

もとづいて Gauss-Seidel法と最急降下法による超並列繰り返し計罫アルゴリズムを塔
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き、シミュレーションを行う。これは、視覚情報処理における透明視の表面復元のモデ

ルとして基本的な貢献をするものである。

第 3章では、多価標準正則化理論の一般論を述べる。まず、 n次元空間における h

価スカラー値関数に拡張した場合の定式化を述べる。次に、 n次元空間における h価

m 次元ベクトル値関数の場合について、テンソル積の概念を用いた一般論を述べる。

最後に、例として、 h = 2, m = 2の場合を展開する。

2 多価標準正則化理論による 2重表面の復元

本章では、 2次元空間に 2層に分布した値を 2枚の滑らかな曲面で近似する問題を

解く正則化ア）レゴリズムを導出し、多価標準正則化理論を説明する。ビジョンにおいて

透明視（トランスペアレンシー）と呼ばれる問題では、一般に図 1の様な複数の重なり

合った表面を復元する必要がある。ここで、図の上側の面の様に、いずれかの表面に対

応する一部領域のデータが欠けている部分をも乗り越えて空間全体を疫う複数の滑らか

な表面で近似される必要があることに注意する。このような復元が可能であるためには

各点近傍の局所最適化ではなく、正則化理論の様な大局的な最適化のア）レゴリズムが本

質的に必要である。

2.1 2重表面復元のためのエネルギー汎関数

普通の一価関数によるデータ近似のための標準正則化問題は次の汎関数のエネルギー

最小化の形に表される [12]。

N 

砂[!]= L (Y(i) -f(x叫）2+入11sJ(x)ll2 
i=l 

(1) 

ここで、 S は正則化作用素、入は正則化パラメータ、 II IIは関数空間のノルムであ

る。 (x(i戸 (i))は、 i番目のデータの座標と値を表し、 N は、総デーク数を表す。

ここで、式 (1)のデータ項をみると曲面 y= J(x)がこのデークの拘束条件になっ

ていることがわかる。そこで、 2重表面の場合には、関数 fi(x)および h(x)によっ

て定義される 2枚の表面 Y= fi(x), Y = h(x)を考える（図 2参照）。この 2枚の表而

が同時に空間 (x,y)に存在する場合、それに対応するデークの拘束条件は、

(y-fi(x)) (y -h(x)) = y2 -(!1(x) + h(x)) y + fi(x)h(x) = 0 (2) 

という 1個の方程式で表されることに注意しよう（図 2)。ここで、この方程式は、各

データが、曲面 y= fi(x)と y= h(x)のうちの少なくとも一方の上に乗るための

必要十分条件を数学的に厳密に表現している。実際には、デークは誤差をもっているの

で、各データ点は、これらの曲面のどちらか一方によって近似されると考える。このよ

うにすると、デークが、どちらの曲面に属するかを明示することなく一個の拘束方程式

で表現できるという特長がある。
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ここで、次の様に、関数 F(x)、G(x)を定義する。

F(x) = Ji (x)h(x), 

G(x) = -(fi(x) + h(x)) (3) 

すると、データの拘束式 (2)は、未知関数 F(x)および G(x)に関して線形になる。

従って、もとの関数 fi(x)および h(x)に正則化を行う代わりに関数 F(x)および

G(x)に滑らかさの拘束を課すことにすれば、エネルギー汎関数はデータ項、正則化項

共に 2次形式となり、標準正則化理論が応用できる。ここで、変換 (3)の逆変換は、次

式で計算できる。

fi(x)ふ(x)=~[-G(x) 士占G(x)}2 -4F(x)] (4) 

このように、これら 2組の関数は、連続かつ微分可能な写像によって相互に対応付けら

れるので、 Ji(x)および h(x)のかわりに F(x)および G(x)に滑らかさの拘束を課

しても不自然な結果にはならないと予想される。ただし、ここで、 fi(x)、 h(x)と右

辺の 2個の値との対応は得られないことに注意する。これは、拘束式 (2)が fi(x)と

h(x)に関して対称であるために避けることのできない問題である。また、変換 (3),逆

変換 (4)共に各点 X で完全に独立に閉形式で計算できるので、これにともなう計算拡

の増加は、例えば正則化のための緩和計算に較べればほとんど無視できる。

以上の考察から、 2重表面復元のための正則化は、次の 2次エネルギー汎関数の最

小化によって定義される標準正則化によって実現できる。

N 

i=l ｛ ｝ £(2l[F,G] =~F(x(i)) + G(x(i))Y(i) + (Y(i)) 

+、~FIISFF(x)ll2 十入allSaG(x)ll2 (5) 

ここで、汎関数 (5)の最小化によって得られる関数 F(x),G(x)は、デークの誤差の影

聾を受けるので、式 (4)の平方根が実数になる保証はない。したがって、実際の計算で

は、

{G(x)}2 -4F(x) 2: 0 

という制約条件のもとで、最適化を行う必要がある。

この標準正則化問題は、視覚情報処理におけるオプティカルフローの正則化 [8]の

場合と同様な、 2次元ベクトル値関数 (F(x),G(x))の標池正則化問類と見ることがで

きる。従って、従来から用いられてきた 2次元ベクトル場の標準正則化についての緩和

計算法やそのアナログ抵抗回路による実現が匠ぽそのまま有効である。

(6) 

2.2 Gauss-Seidel法による最適化アルゴリズム

本節では、式(5)をX= (x1, 叩）€ がの正方格子上で離散化して、 Gauss-Seidel

法による超並列計算向きの繰り返しアルゴリズムを瑶く。正則化項にはよく用いられる
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薄膜 (membrane)モデルを用いる。薄膜モデルの正則化作用素は 1階微分の SF=

恥＝▽ = (差，-k)である。以下、変数 XI,四は格子点の整数座標値をとるもの

とする。するとエネルギー汎関数(5)は変数 Fx1,x2 , G x1 ,x2 に関する次のエネルギー関

数で近似される。

N 

臼 (F,G) = L {恥，），X2(i)+ G町 (i),X2(i)Y(i)+ (昨））丁
i=l 

+ I: 枯 {(Fx1,x2-Fx1-l,x2)2 + (Fx1,x2 -Fx1,x2-1)2} 

(x1,x2)EZ2 

+ I: 心{(G→ 2 -Gx1-l,x2)2 + (G土 2-G→ 2-l)り(7)
(x1,x逮 z2

ここで、 Fx1,x2、 G全 2は、それぞれ、関数 F(x)、 G(x)の格子点 (xi,四） E Z2に

おける値で、｛（町(i)心 2(i)),Y(i)}(i = 1,··•,N) は、与えられたスパースなデーク点
とその値である。このエネルギー関数の最小化問題から、変数 Fx1,x2、 Gx1,x2 に関す

る偏微分を零とおいて、次の平衡条件 (Euler-Lagrange方程式）が得られる。

2 [t,Dx1,X1(i)OX2,X2(i) {恥，），X2(i)+ G加）心2(i道(i)+ (Y(i)r} l 
叫 (F:全 2ー贔，x2)= 0, 

2 [t知，Xt(i)年，X2(i){ F: 叫 (i),X2(i)Y(i)+ G円 (i),X2(i)い）2 + (Y(i))3} l 
i:=l 

+2心 (G互 x2- G互 xJ= 0 (8) 

ここで、似，bは、 Kroneckerのデルクであり、 a=bの時に 1をとり、それ以外の場

合に、 0をとる。 Fx1,x2とGx1,x2は、それぞれ 4近傍の値 Fエ1-l,x2,Fx1+l,x2, Fx1,x2-l, 

Fx1,x叶 1、および、 Gx1-l,x2,Gx1+I,x2, Gx1,x2-I, Gx1,x2+lの平均であり、次式で定

義される。

邸 (2l(F,G) 
＝ 

8Fx1,x2 

廊 (2l(F,G) 
＝ 

8G x1 ,x2 

F Xt ,x2 

Gx1,x2 

1 
= 4 (Fx叶 l,x2+ Fx1ーl,x2+贔，巧+1+ Fx1,x2-l), 

1 
= 4(Gエ1+l,x2+ Gエ1-l,x2+ Gx心 +1+ G正 2-1) 

(9) 

ここで、デークのみから計算できる次の批を定義する。

N 

知，X2 =区髯X1(i)知，X2(i)l 

i=l 
N 

B互 x2 = L 髯 X1(i)知，X2(,)Y(i) l 

i=l 
N 

C全 2=L髯 X1(i)給，X2(i)(Y(i)) 2, 
i=l 
N 

D互ゥ = L 髯 X1(i)知，X2(i)い）3
i=l 

(10) 
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これら Axぃ工2,Bx1,x2, Cエ1,x2'Dx1,x2は、デークが存在しない格子点 (x1,四）では、す

べて零になる。また、この定式化では、同一点 X に複数のデークが与えられることも

許される。したがって、入カデータ自身が多価であることも当然許される。このとき、

平衡条件 (8)は、次の様に簡単化される。

(A全 2十、F)F; 全 2+ B四芯2G全 2 = 入F贔，x2-Cx1,x2, 

B全 2F; → 2 + (Cx1,x2 +心） Gx1,X2 = 心 Gxぃエ2-Dx1,x2 (11) 

この連立方程式を Fx1,x2および G丘巧について解くと、次式を得る。

F x1,x2 
= 入F(Cx1,x2 +心）心，x2ー 心Bx1,x2心，工2+ Bx1,x2似，エ2-Cx1,x2 (Cx1,x2 +心）

(Ax1,x2 +柑）(S叫 2+ Aa) -B芦1,x2

＝ ―杯B→2Fx1,x2十 心 (Ax1,x2+枯） Gx1,x2 + Bx1ぶ2仇，x2-Dx1,x2 (Ax1,x2 +入F)

(Ax1,x2 +枯） (Cx1, の2+ Aa)-B且1,x2
G x1,x2 

これから、 Gauss-Seidel法による次の緩和アルゴリズムが導かれる。

F[k+l] 
Xt ,x2 

p[k] + b (J[k] = ax1 ,x2 x1 , の2 x1 ,x2 x1 ,x2 + 1伍，X2l 

Q[k+l] 
Xt ,x2 

= C 『[k] + cl (J[k] x1心2 の1,x2 x1, の2 x1心2+ qx1 ,x2 (13) 

ここで、 Kは、繰り返しの回数を表すインデクスであり、

ax1 ,x2 , bx1 .x2, 伍，x2,d互 x2,Pか x2,q町，x2は、あらかじめ各点で独立に計算できる量

で、次の様に定義される。

a x1,x2 ＝ 杯 (Cx1,x2十心） /Ux1,x2, 

b x1,x2 ＝ ー心Bx1,x2 / Ux1 ,x2, 

C x1,x2 ＝ —入FBx1,x2 / Ux1 ,x2, 

d Xt ,X2 ＝ 柘 (A互 x2十枯） /Ux1 ,x2, 

JJx1,x2 ＝ {Bxぃエ2D工1,x2 -C xi ,x2 (C xi, エ2+加）} /Uxi, お2'

qXl ,X2 ＝ {Bお1,x2Cx1,x2-Dx1,x2 (Aエ1,x2十杯）} / Ux1 ,x2 

(14) 

ここで、四，x2= (Ax1 ,x2 +杜） (Cx1,x2 +心)-B;1,x2とおいた。特に、データの存

在しない点 (xぃ四）では、

知，X2= d叫，X2= 1 b , x1 ,x2 = Cx1 ,x2 = Px1 ,x2 = qx1ぷ2= 0であり、単なる充填過程に

なる。このアルゴリズムは、図 3の様な網状の超並列型ネットワークで実現できる。

2.3 最急降下法による最適化アルゴリズム

エネルギー汎関数 (.5)の最小化問題の解は、次式で表される線形ダイナミカルシス

テムの平衡点を与える関数 F(x),G(x)として計罫することも可能である。

dF(x) 8E(2l[F, G] dG(x) 8£(2l[F, G] 
= -w = -w 

dt 8F(x)'dt 8G(x) 
(1.5) 

， 

(12) 



ここで、記号 6は変分、 Q は正定数を表す。これを離散化すると、最急降下法による

次の緩和アルコ~リズムが導かれる。

厄誓=F,』比ー 2w{(Ax1 ,x2 +杯） F』71,x2

+ B互 x2G闘，x2+ Cx心―枯剛，エ2}, 

Q[k+l) = Q[k) -2w{B p[k] 
x1,x2 x1 ,x2 エ1,x2 工1心2

+ (C叫 2十.Xa)G闘，x2- Dx1,x2―心G仇に} (16) 

この方法は、収束が遅いのでディジタル計算には向かないが、アナログ抵抗回路網によ

る正則化 [13]の計算機シミュレーションとしては意味がある。

2.4 シミュレーション実験と結果

超並列計算機 CM-2を用いて 2重表面復元のシミュレーション実験を行った。 X

の空間を 512X 512の2次元格子で近似し、 Gauss-Seidel法による緩和計算を実現し

た。本節では、次の 4通りの実行結果のみを報告する。

実験 1(図 4)では、図 4(a)に示した様な、 2枚の平面 y= fi(x) = 0.8、 y = 

瓜x)= -0.8に、標準偏差 a= 0.05のガウシアンノイズを重畳し、 fi(x)のデー

タをくし状に取り除いたテストデークを用いた。デーク数は、 fi(x)が約 6000点、

h(x)が 10000点である。

実験 2、3、4(図 5、図 6、図 7)でば、テストデークの生成に次の式を用いた。

fi(x) 

h(x) 
X2 -256 

-0.5 + N(O, aり，

2 sin 371" ( 512) + N(O, 泣） (17) 

すなわち、定数関数と正弦関数からなる 2価関数にそれぞれガウシアンノイズ N(O,庄）

を加えて生成した。 N(m, 庄）は、平均 m、分散 a2のガウシアンノイズを表す。関数

fi(x)、 h(x)に関して、それぞれ、 N1ヽ 凡個の座標 X を乱数で生成し、ノイズを

加えた関数値を計算して、合計 N=的＋凡個のデーク {x(i),Y(i)}(i= 1,2,··•,N) 

を生成した。

ここで、実験に用いたパラメークは次の通りである。

• 実験 2: N1 = 10000、N2 = 20000、er=0.05 

• 実験 3 : N1 = 10000、N2 = 10000、a= 2.0 

• 実験 4: N1 = 10000、N2 = 1000、び=0.05 

なお、初期値は、すぺての実験で F訂昌 =G闘，X2 = 0とした。各実験に対して、

平衡点へ達する前の状態（各図 (b))と、平衡点に達した後の結果（各図 (c),(d))を示し

た。
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実験 1では、上の面のデークが完全に欠けている部分でも自然に表面の補間が行わ

れていることに注目すべきである。

実験 2では、交点のところでは、曲面同士が接触すぺきであるが、そうはならなかっ

た。

実験 3では、ノイズをかなり大きくしてもそれなりの結果が出ることが示された。

実験 4では、デークの密度が、 2個の関数の間でかなり異なる場合（この例では 10

倍）でも、正しい表面が復元できることが示された。

3 多価標準正則化理論の一般論

本章では、多価標準正則化理論の一般論について述べる。まず、スカラー値 (m= 

1)のh価関数に拡張した場合の一般論をのべ、次に、テンソル積を用いた 771次元ベク

トル値の h価関数の場合の定式化について簡単に述べる。

3.1 スカラー値 h価関数の場合

式 (2)と同様にして、 h個の曲面 y= J;(x) 
(i=l,2,··•,h) を同時に表現する方程式は、

h 

II (y -J;(x)) =炉—平(x)l-1 +亭(x)l-2-・ ・: 
i=l 

+(-lt亭(x)= 0 (18) 

ここで、辻叫x)は、 h個の関数ぶ(x)('i= l,・ ・・,h)の基本対称式として次の様に定

義される関数である。

h 
平 (x) = L f;(x), 

i:=l 
h h 

亭(x) = I: こム(x)和(x),
i1=l i2=i1+l 

吋叫x) = fi(x)h(x)・・・fh(x) (19) 

2価関数の場合と同様にして、 fi(x)の代わりに、 1rt¥x)を未知関数とした正則化問

題を考える。このとき、サ叫x)から f;(x)への逆変換は、各点 X において次に示す¢

に関する h次代数方程式の実数解として定義される。

砂(¢) = 松—吋叫x)</Jh-1 + 7rい(x)</Jh-2_ ... 

+(-l)h亭 =0 (20) 

ここで、各点 X において求まる h個の実数解釘

(j = 1, 2, ・ ・ ・, h)が、 f;(x)のどれに対応するかは原理的に決まらない。エネルギー汎
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関数は、次式で定義する。

砂［平，亭，・・・，1rih)l= 

幻i)一平(x叫喜＋亭(x(i))外戸ー・・・
i=l 

h 

+(-l)h平(x(i))げ十I:,xk11stl亭(x)ll2 (21) 
k=l 

この汎関数は、データ項、正則化項ともに未知関数叶叫x)に関して 2次であるから、

標準正則化理論の枠内で最適化問題の解を求めることができる。

この方法では、最後に h次代数方程式を解かなければならないが、一般に、 5次以

上の代数方程式には解祈解が存在しない。しかし、 Durand-Kerner法として知られる

次の反復法によって、すべての解を同時に求める事ができる。

[k] 
[k+l] [k] 

釘 ＝釘ー h

A(叫）

TI (lk] -¢ り）
i=l,i=fj 

(22) 

これは、基本対称式の定義式 (19)にむを代入したものを連立代数方程式とみて、そ

れに Newton-Raphson法を適用したものと等価で、 2次の収束をすることが知られて

いる。この反復法は、フィードパック結合をもつ適当なネットワークで実現できる。

3.2 m 次元ベクトル値 h価関数の場合：テンソ）し積表現

ベクトル値関数の場合には、各成分について独立にスカラー値の多価標準正則化理

論を適用すればよい様に思われるが、これは正しくない。なぜならば、各成分の正則化

の結果得られる複数のスカラー値同士を対応付けることができないからである。

この場合には、テンソル積を用いることによって、正しく扱うことができる。 n次

元空間の 1価の m次元ベクトル値関数を y= f(x) (y E Rm, x E R門とする。 h価

の場合、それぞれの値に対応する関数を fk(x)(k= 1, 2, .. ・, h)とすると、

(y -f孔x))0 (y -f2(x)) 0・ ・ ・0 (y -f1i(x)) = 0 (23) 

が正しい拘束条件になる。前節までで述べてきた場合は、すべてこの方程式の特殊な場

合として見ることができる。この方程式の成分数は 1砂個である。しかし、方程式の

順番を入れ換えても式の意味は同じでなければならないので、この表現には冗長性が存

在する。そこで、このテンソル積に対称化 [24]の操作を施す。すると、成分方程式の

数は、 mHh個 (m個の集合から h個取り出す重複組合せの数）になる。これでも、依

然、本来の自由度である mhよりは大きいが、その代わり、表現に多義性は存在しな

い。
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3.2.1 h = 2, m = 2の場合の例

例えば、 h= 2, m = 2の場合には、

1 
-{(y -f1(x)) 0 (yーも(x))+ (yーも(x))0 (y -f1(x))} = 0 (24) 
2 

という拘束になる。これは、 2価 2次元ベクトル値関数を 2個の 2次元ベクトル値関

数、

y = f1(x) = (い(x),f1,2(x)f, 

y =も(x)= (h,1(x), h,2(x)f 

を用いて表現すると次の、 3個の方程式に導かれる。

(25) 

Yi -(Ji,1(x) + h,1(x))Y1 + h,1(x)h,1(x) = 0, 
y弓ー (J1,2(x)+ h,2(x)) Y2 + fi,2(x)h,2(x) = 0, 
2y1 Y2 -(fi,2(x) + i2,2(x)) Y1 -(fi,1 (x) + h,1 (x)) Y2 
+ (Ji,1(x)h,2(x) + f1,2(x)h,1(x)) = 0 (26) 

ここで、 4個のスカラー値関数 fi,1(x),li,2(x), h,1(x), h,2(x)の代わりに 5個のスカ

ラー値関数を次の様に定義する。

凡(x) = Jぃ(x)h,1(x) 

杓(x) = fi,2(x)h,2(x) 

伍 (x) =ー (fい(x)+ h,1(x)) 
伍 (x) = -(J1,2(x) +恥(x))

H(x) = h,1(x)h,2(x) + h,2(x)h,1(x) (27) 

すると、 3個の方程式 (26)は、次の様に閲数 (27)に関してすぺて線形になる。

y『＋伍(x)y1十凡(x)= 0 

砂+G2(x恥＋凡(x)= 0 

2Y1Y2 + G2(x)y1 + G1(x)リ2+ JJ(x) = 0 (28) 

ここで、関数凡(x),凡(x),伍 (x),G2(x), H(x)を未知OO数とみなして正則化理論を用

いると、次のエネルギー汎関数の最小化問類に帰着される。

£(2,2)[凡(x),花(x),G1(x), G2(x), H(x)] = 

i= { (約(i))2 + G1(x(i))Y1(i) +凡(xいr
i=l 

ふ{(Y2(i)r十ら(x(i))Y2(i)+凡(x叫r
i=l 

▲
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N 

+2区{2Y1(i)Y2(i)十 G2(x(i))Y1(i)+ G1(x(i))Y2(i) + H(x(i))} 
i=l 

＋入AIIS呂凡(x)I門＋入F2IIS凸凡(x)ll2

+、¥a1IISa1 G1(x)ll2 +、入G2IISa2G2(x)ll2十入HIISHH(x)ll2 (29) 

ここで、 S尺， SF2,Sa1, Sa2, SHは、正則化作用素、入A,入F2,入G1,入G2,入Hは正定数

で、それぞれの関数の滑らかさの程度を与える。この汎関数は、未知関数に関して 2次

であるから、標準正則化理論の枠内で解くことができる。

式 (27)の変換の逆変換は、例えば次のようにしておこなうことができる。まず、

次の関数を計算する。

Jい (x)=½[-G1(x) +氾(x)}2-4F1 (x)] 

f-,1(x) =½[-G1(x) -/饂(x)}2-4凡(x)]

J +,2(x) =½[-G2(x) +如(x)}2-4凡(x)]

f-,2(x) = 1 [-G2(x)-/{G2(x)}2 -4凡(x)]

ここで、 2組の解

f1 (x) 

も(x)

= (J□ (x), f +,2(x)l 

= U-,1 (x), f-,2(x)f 

および

f1(x) = U+,1(x),f-,2(x)f 

も(x) = U-,1(x), f+,2(x)f 

のうちから、

IIH(x) -h,1(x)h,2(x) -fi,2(x)h,1(x)II 

が小さくなるほうを選ぶ。
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4 まとめ

本論文では、従来の標準正則化理論を拡張し多価関数を扱える多価標準正則化理論

を提案し、正則化理論の 1つの実現方法である、超並列計算あるいはアナログ回路網の

ディジタルシミュレーションのための緩和アルゴリズムを導出し、シミュレーション実

験を行った。

本理論は、従来の様にデータに対するクラスクリングを行うことなく、複数の曲而

を直接数学的にテンソル積を用いて表現することが特徴になっている。従って、それに
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伴う以下の様な欠点も存在する。 (1)多価度 hをあらかじめ知ることが出来ない場合、

可能なすぺての場合を試して、もっともよくデークを近似できるものを選択するなどの

工夫が必要である。 (2)データのクラスタリングを行わない代償として、データのノイ

ズの影磐が複数の曲面間で相互作用するので、正確なノイズモデルをたてにくい。 (3)

エネルギー汎関数が 2次形式になるように未知関数の懺き換えを行っているので、曲面

とデータとの間の距離の定義が複雑になっている。おそらくそのためと考えられるが、

シミュレーションにおいても曲面の交差を正しく復元することができない様である。し

かし、これは従来のクラスタリングによっても簡単には解決できない問姐である。

しかし、例えば、人間の透明視の表面復元モデルヘの応用を考えた場合には、これ

らの欠点は、モデルの検証のための鍵となることも考えられる。

今後は、これらの問題点をさらに検討するとともに、正則化理論のもうひとつの実

現方法である、正則化ネットワークの理論 [16]を多価関数に拡張することを試みる予

定である。
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図 12重曲面（曲線）によってモデル化されるデータの例

Fig. 1 Example of data set that is characterized by two-fold surfaces 

(curves). 
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y=f2(X) 

Equation of two-fold surface: 

(y -f.. (x))(y-J; (x)) = 0 

X 

図 22重曲面上のデータが満たす拘束方程式

Fig. 2 Constraint equation of two-fold surfaces 
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図 32重表面復元の緩和計算を行うネットワーク

Fig. 3 Network of Gauss-Seidel relaxation method for two-fold-surface 
reconstruction. 



↓認晶~滋臨l

ー需-
(a) Test Sample data (See text). (b) Result after 500 iterations (side view). 

(c) Result after 10000 iterations (side view). (cl) Result after 10000 iterations. 

図 4実験 1の結果（枠＝柘=6.0) 

Fig. 4 Results of experiment 1. 



(a) Test Sample data. (See text). (b) Result after 500 iterations (side view). 

(c) Result after 2000 iterations (side view). (d) Result after 2000 itera.tions. 

図 5実険 2の結果（枠＝心=12.0) 

Fig. 5 Results of experiment 2. 
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(a) Test Sample data (See text). 

(c) Result after 2000 iterations (side view). 

(b) Result after ,500 iterations (side view). 

(d) Result after 2000 iterations. 

図 6実験 3の結果（枠＝心=12.0) 

Fig. 6 Results of experiment 3. 



(a) Test Sample data (See text). 

(c) Result after 2000 iterations (side view). 

(b) Result after 500 iterations (side view). 

(d) Result after 2000 iterations. 

図 7実験 4の結果（杜＝心=12.0) 

Fig. 7 Results of experiment 4. 
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