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あらまし シミュレーテッドアニーリング法で用い

られるアニーリングスケジュールT(t)=c/ln(t+b)(b, 

Cはある定数）によるマルコフ連鎖は強エルゴード性

を持つことが知られているがこのアニーリングスケジ

ュールは収束が遅いと言われている．

本論文ではこの時刻を任意の定数倍したアニーリン

グスケジュールT(t)=c/ln(at+b)によるマルコフ連鎖

も強エルゴード性を持つことを示し収束の速さの理論

的評価を示す．さらに一般の時間的非一様な弱（強）

エルゴード性を持つマルコフ連鎖の場合でも比較的緩

やかな条件下で任意の定数aE {L 2, ... }に対して次の

条件(1),(2)を同時に満たす推移行列の部分列がとれ

ることを示す．

(1)その部分列を推移行列とするマルコフ連鎖も弱

（強）エルゴード性を持つ．

(2)部分列の第t項を元の推移行列の時系列の第h(t) 

項とするとt→00のときh(t) /t→aである．

このことはアニーリングスケジュールをある意味でい

くらでも加速できることを示している．

キーワード シミュレーテッドアニーリング，アニ

ーリングスケジュール，時間的非一様なマルコフ連鎖，

弱エルゴード性，強エルゴード性

1 Iま狂き

時刻tでの推移行列をP(t)とするときp(t+l)=p(t)P(t)

である．

シミュレーテッドアニーリング法はエネルギと呼ば

れる関数E:S→Rがあるとき，エネルギの低い状態iで

高い確率e;1を持つような確率分布e;:=(e;1,e;2,... , 

8;N)にp(t)が収束するようなマルコフ連鎖を考え，こ

のマルコフ連鎖のシミュレーションを行うことにより

高い確率でエネルギの低い状態を得ようとするもので

ある．実際p(t)が式(1)のe門こ収束するような手法が
知られている [4J [BJ [マJ'"''.

[:::~·[:i言'i'. ~•I'.>
ぎ：={il'v'jES [E(i)~E(j)J} 

(1) 

これによれば十分長い時間をかければいくらでも高い

確率で最小エネルギ状態が得られることになる．

式(2)の推移行列P=[Pu]を持つ時間的一様なマルコ

フ連鎖が既約で非周期的 [2Jであるとき任意の初期分

布に対してp(t)は式(3)の分布冗に収束することが知

られている C9J Cl匹 C11J • 

P1J=gua1J 

g1J~o 
2追 1J=l

g1J=gji 

g11=0 

(i -::f:.j) 

a 1 J = m i n { 1, e <E O l -E < J l lバ｝

恥=1-~Pu
j * i 

[::~~:~:,; 芦’恥）

恥 e―E(J) /T 

(2) 

(3) 

ここでT〉0は温度と呼ばれるパラメータである.Tが小

さいほど冗しま式(1)のe科こ近づくので定常状態で系は

高い確率で最小エネルギ状態にあることになる反面，

系が定常状態に達するには長い時間がかかる．このこ

近年最適化問題の解法としてシミュレーテッドアニ とを具体例で見てみよう．

ーリング法 CSJ CBJ C9J Cl口J C1 l Jが提案され様々な問題

に応用されている．本論文では有限状態離散時間マル

コフ連鎖を用いたシミュレーテッドアニーリング法を

扱う．系の取り得る状態の集合をS:={l,2, ... , N}とす

る.s上の確率分布は点確率測度Pr{i}を用いて (Pr{l},

Pr {2}, ... , Pr {N})のようにlXNベクトルの形で表すこ

とにする．系が時刻tで状態iにいる確率をP1(t) , 時

刻tでの確率分布をP(t) : = (p1 (t), P2 (t), ... , PN (t)) , 

-1 -



E=2 

E=l_ 

1-0.5e 
-2/T 

P=『°信~-1/T。.5~-1/T ふ
0 Q_5e -2/T 1-0.Se -2/T l 

図1 推移行列例
Fig.1 Example of transition matrix 

(1,0,0) (1,0,0) 

ー： p(t) 

+ : 7r 

(0,0,1) (0,1,0) (0,0,1) 
T=l T=0.5 

図2 p(_t) (0~t~10)の軌跡
Fig.2 Locus of p(_t) (0~t~10) 

図lしま式(2)の推移行列の一例，図2しま図lの推移行列

Pによってp(O)を(l,0, 0), (0, 1. 0), (0, 0, 1)にとったと

きのt=lOまでのp(t)の軌跡である.T=lの場合に比べ

T=0.5の場合の方が定常分布冗が最小エネルギ状態で

確率1を持つ分布(0,0, 1)に近いがp(t)の冗への収束は

遅い．

そこでTを時刻tにより変化させることが行われる．

Tの値は始めは大きく，そして徐々に小さくしてゆく．

これはアニーリングスケジュールと呼ばれる．

(1,0,0) (1,0,0) 

ー： p(_t) 

ー： Tr (t) 

(0, 1,0) (0,0, 1) (0, 1,0) (0,0, 1) 
T=2/ln(t+2) T=3/(t+ 1) 

図 3 p(t) (0~t)の軌跡
Fig.3 Locus of p(t) (0~t) 

アニーリングスケジュールは初期分布の如何に関わ

らずp(t)がeiしこ収束する性質（強エルゴード性）を持

つように定められていることが望ましい．図3しま図1の

推移行列を用いT=2/l n (t+2)とした場合とT=3/(t+ 1)と

した場合についてp(0) = (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)から

出発した冗 (t)およびp(t)の軌跡の軌跡を示すもので

ある．前者は強エルゴード性を持つアニーリングスケ

ジュールの例，後者は強エルゴード性を持たないアニ

ーリングスケジュールの例である．前者のようなT=c

/ln(t+b)の形のアニーリングスケジュールが強エルゴ

ード性を持つことは文献[4] [6] [7]等により明らかに

されている．本論文ではまずこのアニーリングスケジ

ュールの時刻を任意の定数倍つまり T=c/ln(at+b)とし

ても強エルゴード性が保たれることについて言及しそ

の収束の速さについて理論的な評価を与える．

次に式(2)を離れたより一般的なシミュレーテッド

アニーリング法についてもこのような時刻の定数倍に

よる加速が可能かを考察する．ここではシミュレーテ

ッドアニーリング法を単に強エルゴード性あるいはそ

れより弱い弱エルゴード性を持つ時間的非一様なマル

コフ連鎖としてとらえ，推移行列の時系列によるマル

コフ連鎖が弱（強）エルゴード性を持つときその推移

行列の時系列の部分列によるマルコフ連鎖も弱（強）

エルゴード性を保つように部分列をとることを考える．

元の推移行列の時系列がP(O),P(l),... ,P(t), ... であ

り得られた部分列がP(h (0)). P (h (1)), ... , P (h (t)), ... 

であるときh(t)/t→a Ct→ oo)ならばアニーリングス

1‘
ー．

à
ー
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ケジュールはa倍加速されたものと考えられよう．

2, 詞肩
以下の議論で用いる記号や語旬の定義，既知の定理

を示す．

E:S→ R: エネルギ，推移確率は状態間のエネルギ

の差によって決まるので以下の議論ではEの最小値は

0と仮定する．最小値が0でないEを扱う場合はE(i)→ 
E (i)-Em inと置き換えれば以下の議論はそのまま成り

立つ．

S:={1.2, ... ,N}: 状態の集合

P1 (t) : 時刻tにおいて状態iにある確率

P (t) : = (p1 (t), P2 (t),,,, , PN (t)) 

p (t) : 推移行列， Pぃ(t)を(i,j)成分に持つNXN行

列

P[tぃ的）：時刻t1から的までの推移をまとめた推移

1子万U,p(t2)=p(t1)P[t1,t分

t2―l 
P[t1, 的）：= II P(t) 

t=t1 

P[t, t) :=I (単位行列）

P[t1, t2)P[t2, t3)=P[t1, t3) 

ov:={(pいP2,... , PN) 1 P1~o. ~1P1 =n 

露＝｛全ての行がDVの元であるNXN行列｝

p E DVのとき IIP II:=恥 IP1 I CL1ノルム）

f (t) ,..__,g (t)⇔ t→00のときf(t) /g (t)→l 

f (t)~g(t) • t→00のときf(t)/g(t)→0 

て：TM→ [O, 1] : エルゴード係数 [lJ [5J 

て(P):=sup{ II (a-b)P II/ II a-b II la, b E DV, a*b} 

(4) 

実際にては次式で求められる．

て (P)=max{~k I P1k―P Jk I /21 i, j ES} 

=l-min{~kmin{P1k, PJk} Ii, j ES} (5) 

ェルゴード係数はv'P[て (P)~1] なる性質を持つ．

これは異なる分布ベクトルに対して状態推移を行うと

分布ベクトル間のL1距離が小さくなる（少なくとも大

きくならない）ことを示している．またv'P,Q [て (P

Q)~ て(P)て(Q)Jが成り立つ．

v'm [ lim sup{llpP[m,n)-qP[m,n) II [p,qEDV}=OJ 
n→ 00 (6) 

であるとき推移行列の時系列{P(t)}によるマルコフ連

鎖は弱エルゴード的 [lJ [己］であるという．弱エルゴー

ド的なマルコフ連鎖の推移行列の時系列の集合をWEと

する．

ヨe;Vm[ lim sup{llpP[m,n)-e; 11 lpEDV}=OJ 
n→ 00 (7) 

であるとき推移行列の時系列{P(t)}によるマルコフ連

鎖は強エルゴード的 ClJ C巴 3であるという．これは

ヨe;Vm[P [m, oo) =uTがJ (8) 

Cuは全成分が1であるlXNベクトル，Tしま転置を表す）

と同値である．強エルゴード的なマルコフ連鎖の推移

行列の時系列の集合をSEとする.SE~WEである．
［定理1] Cl J C巴J{P(t)} EWEであるための必要十分条

件は

00 
~ (1一て (P[k(m),k(m+1))))=00 ・ (9) 
m=O 

を満たす自然数の狭義単調増加列 {k(m)}が存在するこ

とである． ■ 
［定理2] 迄 J{P (t)} EWEであり，各p(t)に対する定常

分布冗 (t)Ci. e. 冗(t)P(t) =冗 (t))が有界変動，つま

り
00 
~ II冗 (t+1)一冗 (t)11 <oo (10) 
t=O 

であるとき {P(t)} ESEでもある．定常分布はP(t)に対

して一意に与えられない場合もあるがこのときは式

(10)を満たすものが1つでもあれば{P(t)}ESEとなる．

さらに式(10)が満たされるとき冗 (t)→e; Ct→ oo) 

なるざが存在して

Vm [ lim sup{II pP[m,n)-e; 11 lpEDV}=OJ (11) 
n→OO 

となる． ■ 
［定理3] 屯 J C'TJ式(2)においてT=c/ln(t+b)とすると

強エルゴード的なマルコフ連鎖が得られる．ただし

で r~~:!:ば誓E~;て）i:::;; 『j+j))〉OJJ (12~ 

3. ↑: c/ln (attb)による散束
定理3しま定理4のように拡張できる．

［定理4]式(2)においてT=c/1 n (a t+b)とすると強エル

ゴード的なマルコフ連鎖が得られる．ただしa〉0でb,

cしま式(12)の条件を満たすものとする． ■ 
証明は付録に示す．ここで注目すべきことはaしまa〉0で

ありさえすれば任意に選べるということである．それ

ではaを変化させることは如何なる意味を持つであろ

うか．
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図4 ir (t),p(t)の軌跡
Fig.4 Locus of ir (t),p(t) 

II冗 Ct)-eiII=~I 冗 1Ct)-e;I
i E S; 

+~rc1(t) 
i E s-si 

=~ (ei一冗i(t)) 
i E si 
+~re 1 (t) 
i E s-si 

=2~ 冗 1(t) (14) 
i E s-s; 

ここで
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1 0 ゜1 0 
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図
F
i

II pr_ t)-e* II 
II , II rr Ct)-e* II 

II p<_t)-e* , II穴 Ct)-e*II 

図5しま図1においてT=2/ln(at+2)(これは式(12)の条

件を満たす）としたときの各p(t)の持つ定常分布冗

(t)とぎ間のL1距離，及びp(t)とざ間のL1距離のp(0) 

を任意に取ったときの上限を示したものである．時変

推移行列{P(t)}を用い各々のp(t)の定常確率を冗 (t)

とするときp(t)を冗 (t)に引き寄せつつ冗 (t)を徐々に

ざに持ってゆくことによりp(t)をe;しこ収束させるのが

時間的非一様なマルコフ連鎖を用いたシミュレーテッ

ドアニーリングの原理である（図4)のでp(t)を冗 (t)

よりも速く e門こ収束させることはできない.aを大き

くとることは冗 (t)のざへの収束を加速することにな

るが一方p(t)の冗 (t)への収束は遅くなる．

llp(t)-e;ll~II 冗 (t)-e; II + II P (t)ー冗 Ct)II (13) 

式(13)の右辺各項の大きさを評価してみる．

(at+b)-E 0> /c 

冗 1(t) = 
恥 (at+b)-E〈J)/c 

である.tが十分大きいときのことを考えると

II冗 (t)-elII "-'21SHI (at+b) 
-E/c 

(16) 

が得られる．ここで~:=min{E(i) Ii E S-Sl}つまりS内

で2番目に低いエネルギである. II p(t)一冗 (t)IIにつ

いてはc>rLのとき

II P (t)→ r (t) II 
1 i m =O (17) 

t→ oo II冗 (t)-elII 

となることが示される（導出は付録に示す）．このこ

とはtが十分大きいとき式(13)右辺において第1項が支

配的となることを示している．したがってaの値が大

きいほど IIp(t)-el IIの収束も速いということになる．

ただしこれはtが十分大きなときのことでありtが小さ

いときには式(13)右辺において第1項が支配的である

とはいえないのでaいくらでも大きくすればよいとい

うわけにはいかない．

4. 推移行列の部分列による散束
シミュレーテッドアニーリング法ではその名の示す

通り元々熱現象の模倣から式(2)の推移行列によるも

のが考案されたが，組み合わせ最適化問題の解法に使

うには熱現象の模倣をする必要性はない．どのような

推移行列を用いても要は目標とする極限分布に速く法

則収束すればよい．

ここではこのような一般のシミュレーテッドアニー

リング法についても 3.で述べたような定数倍の加速

が可能かどうかを考察する．もはや推移行列は温度な

どというパラメータすら持たない．シミュレーテッド

アニーリング法を単に強エルゴード性あるいはそれよ

り弱い弱エルゴード性を持つ時間的非一様なマルコフ

連鎖としてとらえ，推移行列の時系列によるマルコフ

連鎖が弱（強）エルゴード性を持つときその推移行列

の時系列の部分列によるマルコフ連鎖も弱（強）エル

I

'
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ゴード性を保つように部分列をとることを考える．元加速できることを示している．

の推移行列の時系列がP(O),P(l), ... , P(t), ... であり (B)cをある値より大きくとった場合十分大きなtに対

得られた部分列がP(h (0)), P (h (1)), ... , P (h (t)), ... しII冗(t)-e;II≫II P (t)一冗 (t)IIとなることを示した．

であるときh(t) /t→ a Ct→ co)ならばアニーリングス シミュレーテッドアニーリングでは IIP (t) -e; IIの値

ケジュールはa倍加速されたものと考えられよう． をなるべく小さくしたいわけであるが(A)(8)よりtが
4. 1 . 弱エルゴード的な部分列 十分大きな時はaを大きくとることにより IIP (t)-e; II 

以下の定理が得られた． の値を小さくできることとなる．

［定理5]{P(t)} EWEであり自然数の狭義単調増加列 また一般の時間的非一様なマルコフ連鎖の場合上記

{k (m)}が式(9)及びk(m+ 1) /k (m)→ 1 Cm→ co)を満たす のような時刻の定数倍ということができるかについて

とき任意のa=l,2, ... に対し次の条件(A),(8)を満たす考察し以下の結果を得た．

自然数の狭義単調増加列{h(t)}が存在する. (C)弱（強）エルゴード性を持つマルコフ連鎖の推移

(A) {P。h(t)} EWE 行列の時系列があるとき次の条件(1), (2)を満たす推

(8) h (t) /t→ a Ct→ co) ■ 移行列の部分列をとることを考える.(1)その部分列

証明は付録に示す.k (m+ 1) /k (m)→ 1 Cm→ co)はつま を推移行列とするマルコフ連鎖も弱（強）エルゴード

りk(m)が指数関数的以上には増加しないということで性を持つ.(2)部分列の第t項を元の推移行列の時系列

あり実際に推移行列を設計する際にはこれは比較的緩の第h(t)項とするとt→coのときh(t) /t→aである．そ

い条件であると考えられる．例えば1. で示した例で の結果，比較的緩やかな条件下で任意の定数aE {1, 2,. 
はk(m)=mrCrしま式(12)のr)でありk(m)はこの条件を ．．｝に対して(1)(2)を満たす部分列がとれる．このこ

満たす．従って比較的緩い条件下で弱エルゴード性を とはある意味で時刻の定数倍によるアニーリングスケ

持つアニーリングスケジュールの弱エルゴード性を保 ジュールの加速がいくらでもできることを示している．

ったままでの定数倍加速が可能であると言えよう． 本論文では収束の速さをエネルギ最小でない状態で

4. 2. 強エルゴード的な部分列 は確率が0である分布ざへのL1距離で評価することを

以下の定理が得られた． おこなったがこれは最小の解以外は何の価値もないと

［定理6]定理5においてさらに{P(t)}が式(10)を満た いう現実的には厳しすぎる条件とも思われる．よりよ

す定常分布の時系列｛冗 (t)}を持つならば任意のa=l, い評価の方法が今後の課題である

2, ... に対し次の条件(A),(8), (C)を満たす自然数の狭 謝辞 日頃より快適な研究環境を与えて下さる（株）

義単調増加列{h(t)}が存在する. ATR視聴覚機構研究所淀川英司所長，下原勝憲認知機

(A) {P。h(t)}ESE 構研究室長ならびに社員の皆様方へ感謝いたします．
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張
（式(17)の導出）

n-1 
て (P[mr, nr)) = IIて (P[ i r, i r+r)) 

i=m 

n-1 
=exp I: lnて (P[ i r, i r+r)) 

i=m 

n-1 
<exp I: (て (P[ir,ir+r))-1) 

i=m 

n-1 
<exp (-I: g_r (a i r+b)-rL/c) 

i=m 

t 
p(t) 一冗 (t)=~d(u)P[u, t) 

u=O 

したがって

II p(t)一冗 Ct)II 

t 
~ ~II d (u) IIて (P[u,t)) 
u=O 

s-1 
=~II d(u) IIて (P[u,t)) 
u=O 

t 
+~II d (u) IIて (P[u,t))
u=s 

s-1 
三て (P[s,t))~II d(u) IIて (P[u,s-1)) 

u=O 

t 
+~II d (u) II 
u=s 

co 

三て (P[s,t))~II d(u) II 
u=O 

t 
+~II d (u) II 
u=s 

(21) 

(22) 

tが十分に大きいときには冗dt)は単調関数となる

ことから C6J CマJSが十分大きければ

t 
Z II ct (u) II = II冗 (s)-eiII -II冗 (t)-e;II 
u=s 

ここで

s:=max{sl (as+b)w~(at+b)w-(at+b)w/2} 

とおくと式(20)より
gr 

て (P[s, t)) ;:;,exp -(-(at+b) w/2) 
w 

よって式(16)より

て (P[s, t)) 
l im =O 

(23) 

(24) 

(25) 

n 
<exp (-S g_r (axr+b)-rL/cdx) (18) t→ oo II冗 (t)-e;II 

(26) 

m 

c=rLのときは

て (P[mr, nr)) ＜〔髯了
c>rLのときはw:=1-rL/c〉0とおけば

g_ r 

(19) 

て (P[mr, nr)) < exp一 ((amr+b)w-(anr+b)w)
w (20) 

となる.d (0) :=p (0)一冗 (0),d(t) :=冗 (t-1)一冗 (t)と

おけば

また

II冗 (s)-e;II 

II冗 (t)-e;II 

よって

～ 
((at+b) w_ (at+b) w/2)―E/CW 

(at+b) 
-E/C 

= (1-(at+b)-w/2) 
-E/cw 

II冗 (s)-e; II -II冗 (t)-e;11 

1 im =O 
t→ oo 11 冗 (t)-e;II 

以上より
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(28) 



／
 

,9さ
れ

9

,

 

II P Ct)一冗 Ct)II 
I im 

t→ oo 11 冗 (t)-e;II 

て(P[s, t) 
~lim 
t→ 00 II冗 (t)-e;II 

II冗 (s)-e;II -II冗 (t)-e;II 
=O + 1 im 

t→ oo 11 冗 (t)-elII 

左辺は0以上であるので式(17)が得られる．

（導出終わり）

（定理4の証明）これは定理3の証明 CBJ Cマ3と同様の証

明により示される．

式(5)においててく1であるときは

v'i, jヨk[min{P1k,PJk}〉OJ

となるがこのとき

(29) 

(30) 

min {P 1 k, P J kl~E: =min {PぃIP1J〉0}となるのでて (P)

~1-fとなる．て (P[mr, mr+r))を評価することを考え

る．ただし全ての状態が同じエネルギを持つ場合にr

が存在しないことが有り得るがこの場合は元々シミュ

レーテッドアニーリング法を行う必要がないのでこの

例外は省いて考える．ある i,jについてPぃ[mr,mr+r) 

〉0であるとすると時刻mrに状態iから出発して時刻mr

trに状態jに至るパス，つまり式(31)を満たす状態の

パスQ=(q (0), q (1), ... , q (r))が存在する．

rn~:: ロ'.:::'.,(mr+n)〉0 (31) 

恥 [mr,mr+r)はそのパスを通ってiからjに到達する確

率以上であるので

00 00 

~(1- て (P[mr,mr+r)))~ ~g_r (amr+b)-rL/c=oo 
m=O m=M (35) 

であるので定理1より {P(t)}EWEであることになる．

さらに式(3)により与えられる冗 (t)は有界変動なので

定理2より {P(t)}ESEでもあり任意の初期分布に対し

てp(t)→e~Ct• oo) となる． （証明終わり）

［補題1] 式 (2) でTが十分小さいときf_~ge-L/Tである ． ． 
（補題1の証明）全てのi,jに対してP1J=Oかまたは十

分小さなTに対してp1 J~_g_e-L/Tであれば良い．以下の

場合分けにより証明される．

(l)i-=1=-j,g1J=OのときP1J=Oである．

(Il)g1J 〉 0のとき P1J~_g_e-Lバである．

（皿）'vj [glJ〉0⇒E (i)認 (j)JのときPぃ=Oである．

(N)ヨJ[glJ〉0,E (i) <E(j)] のとき J_:={jlE(i)~E

(j) , j * i}, J+ : = {j I E (i)〉E(j)}とおくと

P11=l-~P1r~P1J 
j E J_ j E J+ 

=1-~g1J― ~g1Jaぃ (36)
j E J_ j E J+ 

である• ge-Lバ (t)しまT→0のとき0に収束するのに対し

Jim P11=l-~g1J >0 (37) 
T→ oo j E J_ 
であるので十分小さなTに対してP11~ge-Lバである．

（証明終わり）

ぼt)}:01~↑ 3456~ ↑ 89叫¥11213 141~ ↑ ~16 17 18J"・ 

h(O) h(l) h(2) h(3) 

mr+r-1 
p1J [mr, mr+r)~rr .e_(t) . (32) {P・h1(t)}: ~3 4 5 6 ill 12 13 141 .. ・ 

t=mr 
である．ここで_g_:=min {g□ giJ〉0}とすると補題1より {P・加Ct)1: v s 9 10~s 16 17 18 , ... 

Tが十分小さいとき_E~_g_e-L/Tである. T→ o Ct→ co) 

なので十分大きなmについて 図 6 部分列への分配

mr+r-1 
E.[mr, mr+r)~II g_e-Lバ (t)

t=mr 

mr+r-1 
= II g_ (at+b)-L/c 
t=mr 

＞酎 (amr+b)-rL/c (33) 

である．以上よりb>1 (':T〉0)のとき有限個のmを除

いて上界

て(P[mr, mr+r))~1-£r (amr+b)-rL/c (34) 

が得られる.c~rLであれば

Fig.6 Distribution to subs~quences 

（定理5の証明）

図6に示すように{P(t)}を区間[0,k (0))及び[k(m), 

k (m+ 1))に区切って1かたまりとしa個（図ではa=2)の

部分列に分配して行くことを考える．補題2よりどの

ような分配の仕方をしてもその内少なくとも 1つの部

分列によるマルコフ連鎖は弱エルゴード的となる．各

部分列になるべく均等になるような分配の仕方をして

どの部分列でもh1(t) /t→ a Ct→ oo)が成り立つよう

にできれば所望の部分列が存在する事が保証される．

-7 -



以下の補題3により k(mt 1) /k (m)→ 1 Cm→ oo)であれば SEとなる.t→00のとき冗 (t)→ざとするとかh(t)→

実際にこのような均等な分配の仕方がある. e; であるので収束先も一致する． （証明終わり）

（証明終わり）

［補題2]{P (t) } E WEであり自然数の狭義単調増加列

{k (m)}が式(9)を満たすとする．自然数の分割｛柘}(i

=1. 2, .... a)がv'i[k (m) E凡⇒[k (m), k (mt 1)) s;;; F 1] 

を満たすとする．このとき出の元を小さい順にh1(0), 

hdl), ... とするとヨ i[ {P。h1(t)} EWE]である． ■ 
（補題2の証明）

ふ：=~(1-て (P[k (m) , k (mt 1))) 
m: [k (m) , k (mt 1)) s;;; 出 (38~

とおく．式(9)より瓦ふ=ooであるので少なくとも 1つ

S1 =00となる比が存在するが定理1より {P。h1(t)} EWE 

となる． （証明終わり）

［補題3]自然数の狭義単調増加列{k(m)} (m E N)がK

(mt 1) /k (m)→ 1 Cm→ oo) となるならば次の条件(A),

(8)を満たす自然数の分割｛出}(i=l.2, ... , a)が存在す

る．

(A) v'i [k (m) E恥 ⇒[k(m),k(m+l)) s;;;H』

(8)比の元を小さい順にh1(0), h1 (1), ... とすると

v'i [h1 (t) /t→ a Ct→ oo) J ■ 
（補題3の証明）全ての整数区間 [k(m), k (mt 1))及び

[0, k (0))を自然数の分割｛比}(i=l,2,... ,a)に割り当

てていくことを考える．まず[0,k(O))を任意の出に割

り当てる．以下帰納的に[0,k(m))までの割当が済んだ

とき IH 1 n [O, k (m)) Iが最も小さいH1(複数あるときは

そのうちのどれでもよい）に [k(m),k(m+ 1))を割り当

てる．こうしてできた出について ~1 I H 1 n [O, k (m)) I 
=k (m)であるのでヨ i[IH1n[O,k(m))l~k(m)/a] であ

る.k(m)~h1(t)<k(m+l) のとき [k(m) , k (mt 1))はIH1n 

[0, k (m)) Iが最も小さい出に割り当てられるので

k (m) k (m) 
ー~tく― +k(mt 1)-k (m) (39) 
a a 

よって

k (m) h1 (t) k (mt 1) 
くく

k(m)/a+k(m+l)-k(m) t k(m)/a 
(40) 

t→00のときm→00であり k(mt 1) /k (m)→1となることか

ら式(40)の両辺はaに収束するのでh1(t)/t→aとなる．

（証明終わり）

（定理6の証明）

00 00 
~ II 冗 0h(t+l) 一冗 0h(t)II~~ II冗(t+1)一冗 (t)II 
t=O t=O (41) 

よりは (t)}が有界変動ならば｛冗 0h (t)}も有界変動で

ある.{P。h(t)} EWEであるので定理2より {P。h(t)} E 
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